1. WYKEAD 1: PRELIMINARIA ALGEBRAICZNE.

1.1. Relacje i funkcje. Niech X i Y beda niepustymi zbiorami. Zbiér wszystkich par uporzadkowanych
(r,y), r € X, y € Y, nazywamy produktem zbioréw X i Y i oznaczamy:

X XY ={(z,y)|re X,y e Y}

Uwazny czytelnik zechce zauwazy¢, ze przyjeta przez nas definicja nie jest do konca Scista, nigdzie bowiem
nie wyjasniamy, jak definiujemy pary uporzadkowane. Dla matematycznych purystéw mozemy przyjac
definicje pary uporzadkowanej wprowadzona przez Kuratowskiego®:

(z,y) = {z, {z,y}}
Przez indukcje wprowadzamy pojecie n-ki uporzadkowanej:
(1, xn) = ((T1, -y Tp1), Tn)
oraz produktu n zbioréw:
Xy x oo x Xy =A(x1,...,zp)|x1 € X4, ..., 2, € X, )

Dla uproszczenia notacji bedziemy pisali

n

H&:&xmx&
=1

oraz
n

xr=T1Jx.
i=1
Jezeli X 1Y sa niepustymi zbiorami, to relacja ze zbioru X w zbiér Y nazywamy podzbioér

RcCc X xY.

Jezeli (x,y) € R, to zwyczajowo piszemy xzRy. W przypadku, gdy X =Y, méwimy po prostu o relacji
w zbiorze X. Dla danej relacji R C X x Y mozemy zdefiniowaé¢ relacje odwrotng R~! C Y x X w
nastepujacy sposob:
(y,2) € R« (2,y) € R.
Podobnie, jesli R C X xY oraz S C Y x Z sg relacjami, to mozemy zdefiniowa¢ ztozenie relacji So R:
(r,z) € SoR& JyeY|(x,y) € RA(y,2) € S].

Wsrod relacji na zbiorze X wyrozniamy kilka szczegdlnych typoéw: moéwimy, ze relacja R C X x X jest

(1) zwrotna, jezeli dla x € X zachodzi zRx;

(2) symetryczna, jezeli dla x,y € X zachodzi xRy = yRuz;

(3) antysymetryczna, jezeli dla z,y € X zachodzi 2Ry A yRx = z = y;
(4) przechodnia, jezeli dla x,y, z € X zachodzi xRy A yRz = xRz;

(5) spbjna, jezeli dla z,y € X zachodzi xRy V yRz.

Kazimierz Kuratowski (ur. 2 lutego 1896 w Warszawie, zm. 18 czerwca 1980 w Warszawie), polski matematyk, jeden
z czolowych przedstawicieli warszawskiej szkoly matematycznej.
1



Wirdd relacji szezegdlnie wazne miejsce zajmuja funkcje. Funkcja ze zbioru X w zbiér Y nazywamy
relacje f C X x Y, ktéra jest prawostronnie jednoznaczna, tzn.

afynafy =y=y.

Funkcje f C X x Y zwykle oznaczamy jako f : X — Y, za$ zamiast xfy piszemy na ogdt f(z) =
y.Przypomnijmy, ze funkcje f : X — Y nazywamy

(1) injekcja (albo funkcja réznowartosciowa), gdy jesli f(z1) = f(x2), to 1 = xo, dla x1, 253 € X

(2) surjekcja (albo funkcja “na”), gdy dla kazdego y € Y istnieje x € X taki, ze f(z) = y;

(3) bijekcja, gdy jest injekcja i bijekcja.
Do danej funkcji zawsze istnieje relacja odwrotna, ale nie zawsze musi ona by¢ funkcja. Prawdziwe
natomiast jest nastepujace:

Stwierdzenie 1. Niech f : X — Y bedzie funkcjg. Wowczas f jest injekcjg wtedy @ tylko wtedy, gdy
istnieje do niej funkcja odwrotna.
Jezelis: X - Yir:Y — X sa funkcjami takimi, ze
sor =idy,

gdzie idx : X — X dana jest wzorem idx(z) = x, to s nazywamy sekcja, a r retrakcja.

1.2. Réwnowaznosci i porzadki. Wsrod wszystkich relacji, jakimi bedziemy sie zajmowaé, wyszcze-
gblnimy dwa rodzaje: rownowaznosci i porzadki. Ré6wnowazno$cig nazywamy relacje w zbiorze X,
ktora jest

(1) zwrotna,
(2) symetryczna oraz
(3) przechodnia.

Jezeli x € X oraz ~ jest relacja rownowaznosci w X, to zbidr wszystkich elementéow, ktore sa w relacji
~ z x nazywamy klasg abstrakcji = (lub klasa réwnowaznosci x) i oznaczamy
[2]. ={ye X 1z ~y}
Gdy bedzie jasne z jaka relacja akurat pracujemy, to bedziemy zwyczajnie pisa¢ [x]| zamiast [x].. Zbior
wszystkich klas abstrakcji relacji ~ oznaczamy przez
X/ ~={[z].:x e X}.
Wspomnijmy jeszcze o zwiazku miedzy relacjami réwnowaznosci a partycjami zbioru. Partycja (lub
podzialem) zbioru X nazywamy rodzine jego podzbioréw P taka, ze:
(1) VP, P, € P(Py # P, = PN P, =0) (a zatem P, i P, sa parami roztaczne) oraz
(2) U{P € P} = X (a wigc P jest pokryciem zbioru X).
Mamy nastepujace:
Stwierdzenie 2. Niech ~ bedzie relacjg réwnowaznosci w zbiorze X. Wowczas X/ ~ jest partycjg zbioru
X. Na odwrét, kazda partycja wyznacza relacje rownowaznosci.
Porzadkiem w zbiorze X nazywamy relacje, ktora jest:

(1) zwrotna,
(2) antysymetryczna oraz
(3) przechodnia.
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Jezeli ponadto relacja ta jest spojna, to nazywamy ja porzadkiem liniowym. Porzadki wygodnie jest
czasem oznacza¢ przy pomocy diagraméw Hassego: na przyktad zbiér wszystkich podzbioréw zbioru
trojelementowego {a, b, c} jest uporzadkowany przez relacje C o nastepujacym diagramie:

{a,b,c}

SN

{a,b} {b,c} {a,c}

1.3. Algebry. Algebra nazywamy strukture A = (A,{F;, : i € I}), gdzie A jest zbiorem zwanym
uniwersum algebry, za$ F; : A¥" — A (symbol #F; oznacza iloé¢ argumentéw funkcji F;). W rozwa-
zanych przez nas algebrach I najczesciej bedzie zbiorem skoniczonym. Typem (lub sygnaturg) algebry
A = (A {F;: i€ I}) nazywamy uklad

A = (4F; 1i € I).

Algebry A i B sa podobne, gdy 74 = mg. Jezeli 0 : I — N oraz 7 : J — N spelniajg warunki
(1) I DJ,
(2) o(a) =7(a) dlaa € J,

to 0 nazywamy wzbogaceniem typu 7, a 7 reduktem typu o.

Waznym przyktadem algebr, ktory bedziemy blizej studiowaé sg monoidy. Monoidem nazywamy

algebre M = (M, +,0) o typie py = (2,0), dla ktérej spelnione sa nastepujace aksjomaty:
(1) x +0= 0+ 2 = z dla wszelkich z € M (tzn. 0 jest elementem neutralnym +) oraz
(2) z+ (y+ 2z) = (r +y) + z dla wszelkich z,y, z € M (tzn. + jest laczne).
Jezeli ponadto spetniony jest warunek
rT+Yy=y+x
dla wszelkich x,y € M, to M nazywamy monoidem przemiennym (lub abelowym?).

Oznaczmy przez K(7) klase wszystkich algebr typu 7. Niech A = (A, {F;:i€1})iB = (B,{G;:i €
I}) beda algebrami podobnymi. Méwimy, ze B jest podalgebra algebry A (oznaczamy B C A), gdy
B C A oraz dla kazdego i €

Gi = Fi|BﬁFz'

(symbol | oznacza istotne zacie$nienie). Dalej, niech X C B. M6éwimy, ze X generuje algebre B, gdy
B jest najmniejsza podalgebra algebry A zawierajaca uniwersum zawierajace X.

Niels Henrik Abel (ur. 5 sierpnia 1802 w Find6 kolo Stavanger, zm. 6 kwietnia 1829 w Frolandsvark pod Arendal),
matematyk norweski. Udowodnil niemozliwos¢ rozwiazania rownania algebraicznego stopnia wyzszego niz cztery przez
pierwiastniki, prowadzil badania w dziedzinie teorii szeregéw i calek eliptycznych.
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1.4. Homomorfizmy. Niech A = (A,{F,:i€1})iB = (B,{G;:i € I}) beda algebrami podobnymi.
Odwzorowanie ¢ : A — B nazywamy homomorfizmem algebr A i B, co oznaczamy przez ¢ : A — B,
gdy dla kazdego ¢ € I i dla dowolnych aq, ..., a, € A, gdzie n = §F;:

o(Filar, ... an)) = Gi(g(ar), ..., d(an)).
Monomorfizm jest to homomorfizm injektywny, epimorfizm to homomorfizm surektywny, a izomor-
fizm to homomorfizm bijektywny:.

1.5. Algebry wolne, ilorazowe i produkty algebr. Odtad tam, gdzie jest to konieczne, milczgco
zaktadamy podobienstwo algebr A i B. Niech K oznacza klase algebr podobnych. Sposéréd licznych
konstrukcji na algebrach wyr6znimy trzy: algebry wolne, ilorazowe i produkty algebr. Méwimy, ze A jest
algebra wolngw K ze zbiorem wolnych generatoréw X, gdy X generuje A oraz dla kazdej algebry
B € K i dowolnego odwzorowania ¢ : X — B istnieje doktadnie jedno przedtuzenie ¢ do homomorfizmu
algebr ¢ : A — B. Algebre B nazywamy po prostu wolng, gdy jest algebra wolna w klasie wszystkich
algebr podobnych do A.
Niech A = (A, {F; :i € I}). Kongruencja algebry A nazywamy relacje R C A x A taka, ze
(1) R jest relacja rownowaznosci,
(2) dla kazdego ¢ € I i dla dowolnych a4, ..., a, € A, gdzie n = {F;:

jezeli a1 Rby, ..., a,Rb,, to Fi(ay,...,a,)RG(by,..., by,).

Niech A = (A,{F; : i € I}) i niech R bedzie kongruencja algebry A. Algebra ilorazowsq algebry A
nazywamy algebre
A/R=(A/RAF[:i€1}),
gdzie
Ffi(lai,. ... lan)) = [Fi(ar, ... an)],
dla kazdego i € I i dla dowolnych ay, ..., a, € A, gdzie n = §F;. Epimorfizm x : A — A/R dany wzorem

r(a) = la]
zwiemy epimorfizmem kanonicznym.
Na koniec niech {A; : ¢t € T}, przy czym A, = (A, {F} : i € I}), bedzie rodzina algebr podobnych.

Produktem tej rodziny nazywamy algebre

[TA =([A{Gi:ie1})

teT teT
gdzie

Gi((ai)tv ce (a?)t> = (F;t(ai7 cee 7a?))t

dla dowolnych i € I, al,...,at in = tF,.



