Paradygmaty dowodzenia



Sprawdzenie, czy dana formuta rachunku zdan jest tautologia
polega zwykle na obliczeniu jej wartosci dla 2" réznych
wartosciowan, gdzie n jest liczbg zmiennych zdaniowych tej
formuty. Jak dotad nie s3 znane radykalnie szybsze metody.

Dla rachunku predykatéw nie istnieje w ogdle zaden algorytm
sprawdzania czy dana formuta jest tautologia, o czym
przekonalismy sie na ostatnim wyktadzie.

W obu przypadkach istnieja jednak metody dowodzenia
pozwalajace na wyprowadzanie prawdziwych formut za
pomoca ustalonych procedur syntaktycznych w ramach
pewnego systemu dowodzenia.

Poznane przez nas dotychczas syntaktyczne podejscie do
dowodzenia twierdzen klasycznego rachunku zdan zwane bywa
systemem hilbertowskim.

Poznamy obecnie dwa dalsze systemu tego typu, a mianowicie
system naturalnej dedukcji i system rachunku sekwentéw.



System naturalnej dedukcji (wprowadzony przez S.
Jaskowskiego i G. Gentzena) operuje wyrazeniami zwanymi
sekwentami.

Sekwenty s3 to wyrazenia postaci A - ¢, gdzie A jest
pewnym skonczonym zbiorem formut, a ¢ jest formuta.

W odréznieniu od systemu hilbertowskiego, w naturalnej
dedukgji istotne s3 reguty dowodzenia, a aksjomat jest prosty.
Charakterystyczng cecha naturalnej dedukgji jest to, ze reguty
dowodzenia (za wyjatkiem reguty (PS) " przez sprzecznos¢”)
sg podzielone na grupy, po jednej dla kazdego spéjnika. W
ramach jednej takiej grupy mamy dwa rodzaje regut.

Reguty wprowadzania méwig o tym w jakiej sytuacji mozna
wprowadzi¢ dany spéjnik na prawo od znaku = (.
wywnioskowa¢ formute danego ksztattu).

Reguty eliminacji méwia o tym w jakiej sytuacji mozna ten
spdjnik wyeliminowaé, tzn. jak mozna uzy¢ formuty
zbudowanej z jego pomoca do wyprowadzenia innej formuty.
Regute dowodzenia " przez sprzeczno$¢” mozna traktowac jako
"silng" regute eliminacji L. =¢ oznacza formute ¢ — L.



Ponizej bedziemy stosowaé nastepujaca konwencje:
Napis A, ¢1, ..., ¢, oznacza zbiéor AU {¢1,...,dn}, przy czym nie
zaktadamy tu, ze ¢; ¢ A.

Aksjomat:

(A0) A, 9k ¢



Reguty dowodzenia:

—-intro
—-elim
A-intro

A-elim
A-elim
V-intro
V-intro
V-elim

(PS)

A,y
AFo—
AFp—tp, Ao

AFY
AF¢, A

AFOND

AFGAY
AF
AFGAY
=
AFé
AFGVP

Ay
JNRFAVZY:
APV, A PG AP

AFC

A—p-L
AR




Zauwazmy, ze szczegblnym przypadkiem reguty (—-intro) jest
nastepujaca reguta, mozna ja traktowac jak regute wprowadzenia
negacji:

AL

N



Zauwazmy tez, ze szczegblnym przypadkiem reguty (—-elim) jest
nastepujaca reguta, mozna ja traktowac jak regute eliminacji
negacji:
AF-¢p,AF ¢
AFL



» O ile dowody w systemi hilbertowskim definiowali$my zaréwno
jako ciagi jak i drzewa, ale na ogdt traktowali jak ciagi, o tyle
w systemie naturalnej dedukcji dowody sa drzewami. Pozwala
to znacznie lepiej wizualizowaé zaleznosci pomiedzy
przestankami i konkluzjg stosowanych reguf.

» Dowodem sekwentu A I ¢ w systemie naturalnej dedukgji
nazwiemy drzewo etykietowane sekwentami tak, ze korzen ma
etykiete A | ¢, liscie sg etykietowane wystapieniami
aksjomatu oraz kazdy wewnetrzny wierzchofek jest
etykietowany sekwentem otrzymanym z etykiet potomkdw
tego wierzchotka przy zastosowaniu jednej z regut.

» Piszemy A Fpy ¢, gdy sekwent A - ¢ ma dowdd w systemie
naturalnej dedukgji.

» Gdy A = () to méwimy tez, ze ¢ jest twierdzeniem systemu
naturalnej dedukcji i zapisujemy to przez by ¢.

» Jesli A jest zbiorem nieskoficzonym, to A -y ¢ oznacza, ze

istnieje dowdd sekwentu Ag F ¢, dla pewnego skonczonego
Ag C A.



Przyktady:

1. Pokazemy, ze Fy p — p:

pEp

——=— (—-intro)
Fp—p

2. Pokazemy, ze by p — (g — p):

p,qt-p

- (—>-intro)
pFqg—p

p-q—p

s P (—-intro)



3. Pokazemy, ze -y ——p — p:

——p,—p b mp,op,op b p

E——— (—-elim)
—p,pEp
— (PS
/1 l_
PP (—-intro)



Oznaczmy przez A Fy ¢ to, ze formuta ¢ ma dowdd na gruncie
zbioru formut A w rachunku hilbertowskim.

Twierdzenie
Dla dowolnego sekwentu A+ ¢:

Aty @ wtedy i tylko wtedy, gdy A by ¢



Dowadd:

» Dla dowodu tego, ze kazdy dowdd w systemie naturalnej
dedukcji daje sie przerobi¢ na dowdd w rachunku
hilbertowskim wystarczy sprawdzié, ze kazda z regut w
systemie naturalnej dedukcji jest wyprowadzalna w systemie
hilbertowskim — ale wynika to wprost z lematéw
udowodnionych na Wyktadzie 4.

» Na odwrét, dla pokazania implikacji przeciwnej nalezy
pokazad, ze wszystkie aksjomaty KRZ s3 twierdzeniami
systemu naturalnej dedukcji. Kilka z nich udowodnilismy juz w
powyzszych przyktadach, dowody pozostatych pozostawiamy
Czytelnikowi jako nietrudne ¢éwiczenie.



Dla przedstawienia rachunku sekwentéw rozszerzymy nieco
pojecie sekwentu. Przez sekwent bedziemy teraz rozumieé
napis A T, gdzie A oraz [ s3 skofnczonymi zbiorami formut.

Intuicyjnie, wyprowadzalnos¢ sekwentu A =T w rachunku
sekwentéw bedzie oznaczatc, ze alternatywa formut z I’
wynika z hipotez A.

Podobnie jak w poprzedniej czesci, rozwazamy formuty,
zbudowane w oparciu o spdjniki —, V, A oraz stata zdaniowa
L. Negacje — traktujemy jako spdjnik zdefiniowany przez — i
.

Charakterystyczng cechg rachunku sekwentéw jest specyficzna
postac regut. Reguty w tym systemie naturalnie dzielg sie na
dwie grupy: jedna grupa regut opisuje sytuacje kiedy mozemy
wprowadzi¢ dany spdjnik na lewo od znaku -, a druga grupa
jest odpowiedzialna za wprowadzanie spdjnika na prawo od I-.
Dla kazdego spdjnika mamy odpowiadajacy pare regut.
Aksjomat (AL) mozna traktowal jako regute (bez przestanek)
wprowadzenia L z lewej strony znaku .



Aksjomaty:

(A00) A, ¢+ T, ¢
(AL) A, LFT



Reguty dowodzenia:

—-lewa
—-prawa
A-lewa
A-lewa
V-lewa

V-prawa

ARG AP
N p—FT
ATy
AFT 90—
D, T
D GAGFT
AFLGART Y
AFT 6/
DG A YT
TN QVYRT
Al_rv(éﬂ/}
AFT, 6V



» Dowodem sekwentu A I, tak jak poprzednio, nazywamy
drzewko etykietowane sekwentami tak, ze korzen jest
etykietowany przez A I, liscie s3 etykietowane aksjomatami
oraz wierzchotki wewnetrzne s3 etykietowane sekwentami
otrzymanymi poprawnie przez zastosowanie regut dowodzenia.

» Jedli istnieje dowdd sekwentu A T w rachunku sekwentéw to
zapisujemy to przez A ¢ I. (Litera G pochodzi od nazwiska
tworcy tego systemu, G. Gentzena.)

» Piszemy tez A ¢ ¢, gdy A jest nieskonczony, ale Ag Fg ¢
dla pewnego skonczonego Ay C A.



» Zauwazmy, ze je$li mamy sekwent A T, ¢ to stosujac
aksjomat (AL), a nastepnie (—-lewa) dostajemy sekwent
A, —¢ FI'. Zatem natepujaca reguta jest wyprowadzalna w
systemie F¢:

AFT,¢

(Frlewa) A=



» Ponadto zauwazmy, ze jesli mamy dowdd sekwentu A T, to
dla kazdej formuty ¢ mozemy ja doda¢ do prawej strony
kazdego sekwentu w tym dowodzie i otrzymamy dowdd
sekwentu A T, ¢.
tatwy dowdd indukcyjny pozostawiamy Czytelnikowi jako
¢wiczenie.

W szczegdlnosci, jesli mamy udowodniony sekwent A, ¢ T,
to mozemy tez udowodnié¢ sekwent A, ¢ F 1T, L.

Stosujac do niego regute (—-prawa) otrzymujemy sekwent
AFT, =g

Tym samym pokazaliSmy, ze nastepujaca regufa jest
dopuszczalna w systemie ¢:

NopHT

(_\-praWa ) m



Twierdzenie
Dla dowolnego sekwentu A + ¢:

A ¢ ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy A by ¢



» Powyzsze twierdzenie pozostawimy bez dowodu.

> tatwo jest "przettumaczyé” kazde wyprowadzenie w systemie
F¢ na dowdd w stylu Hilberta.

» Dla dowodu implikacji odwrotne]j rozszerza sie system ¢
przez dodanie nowej reguty zwanej cieciem:

(ci .)A,qbl—r;Al—gZ),F
ciecie AT

» Niech Fg¢c oznacza system gentzenowski z cieciem. Bez trudu
mozna pokazaé, ze reguta odrywania jest wyprowadzalna w
FGc. Zatem, korzystajac z twierdzenia o petnosci pokazujemy,
ze kazda tautologia jest twierdzeniem systemu Fgc.

» Gtéwna trudnoéé w dowodzie polega na udowodnieniu
nastepujacego twierdzenia o eliminacji ciecia:

Twierdzenie
Jesli Abge T, to ARG T.



> Gtéwna zaleta dowoddéw w rachunku sekwentéw wynika z
nastepujacej wtasnoéci podformut: wszystkie formuty
wystepujace w przestance dowolnej reguty s podformutami
formut wystepujacych w konkluzji. Zatem np. w dowodzie
sekwentu = ¢ mamy do czynienia tylko z podformutami
formuty ¢.

» Dla danej formuty ¢, tatwiej wiec znalez¢é dowdd w sensie
Gentzena niz np. dowdd w sensie Hilberta. Dlatego systemy
zblizone do rachunku sekwentéw znajduja zastosowanie w
automatycznym dowodzeniu twierdzen.



Przyktad:

4. Poszukamy dowodu sekwentu - ——¢ — ¢ w F¢.
Poniewaz najbardziej zewnetrznym spdjnikiem w rozwazanej
formule jest —, to ostatnia reguta w poszukiwanym dowodzie
musiata by¢ reguta (—-prawa).
Zatem wystarczy znalez¢é dowdd sekwentu =—¢ = ¢.
Najbardziej zewnetrznym spdjnikiem formuty po lewej stronie
jest -, a zatem na mocy reguty (—-lewa) wystarczy
udowodni¢ sekwent - ¢, —¢.
Podobnie, na mocy reguty (—-prawa), wystarczy udowodni¢
sekwent ¢ - ¢, a on przeciez jest aksjomatem.



