Definicja:

Alfabet jezyka logiki zdan sktada sie z nieskofczonego (najczesciej
zaktadamy: przeliczalnego) zbioru P, o ktérym myslimy jak o
zbiorze zmiennych zdaniowych i skonczonego zbioru symboli, o
ktérych myslimy jak o spéjnikach zdaniowych:

» — — jednoargumentowy, negacja;

» A — dwuargumentowy, koniunkcja;

» V — dwuargumentowy, alternatywa;

» — — dwuargumentowy, implikacja.

Dodatkowo “dorzucamy” tez do naszego alfabetu nawiasy (i ).



Jezyk logiki zdan L definiujemy teraz jako najmniejszy podzbiér
monoidu L* spetniajacy warunki:

1. PCL;

2. jesli A, B € L, to do L naleza réwniez nastepujace formuty:

-A, AAB, AVB, A— B.



Niech A, B, C, ... oznaczaja formuty. Przyjmujemy nastepujace
aksjomaty:

1.
2.

10.
11.

© N O w

A — (B — A) (prawo poprzedzania),

(A— (B — C)) = (A— B) — (A— C)) (sylogizm
Fregego),

ANB — A,

AANB — B,

(A—>B)—>((A—> C)—>(A—>(B/\C))),

A— AV B,

B— AV B,
(B—>A)—>((C—>A)—>(B\/C—>A)),

—A — (A — B) (prawo Dunsa Szkota),

(A — —A) — —A (prawo redukcji do absurdu),
——A — A (mocne prawo podwdjnego przeczenia);

oraz nastepujaca regute, zwana reguta odrywania:

A— B,A
—N.
B 0



Matryca (tukasiewicz, Tarski, 1930) dla jezyka logiki zdaniowe;j
nazywamy pare
M = (M, M),

gdzie M jest algebra podobna do algebry jezyka logiki zdan, za$
zbiér () # M* C M nazywamy zbiorem elementéw wyréznionych
matrycy (zaktadamy czesto, ze M* jest jednoelementowy).
Piszemy tez

M= (M,M* F. Fnr, Fy,F_).



Niech M bedzie pewna matryca dla jezyka logiki zdan.
Wartos$ciowaniem w M nazywamy dowolne odwzorowanie

@ : P — M. Kazde takie odwzorowanie przedtuza sie jednoznacznie
do homomorfizmu algebry L w algebre M. Homomorfizm ten
bedziemy réwniez oznaczal przez ¢.



Niech A bedzie dowolng formuta jezyka zdan i niech M bedzie
matryca. Ustalmy wartosciowanie ¢ : P — M. Méwimy, ze ¢
spetnia A w M, gdy p(A) € M*. Formute A nazwiemy
tautologig matrycy M, gdy A jest spetniona w M przy kazdym
wartosciowaniu (méwimy wtedy tez, ze A jest prawdziwe w M).
Zbidr wszystkich tautologii matrycy M nazywamy zawartoscig tej
matrycy i oznaczamy przez E(M).

Méwimy, ze A wynika logicznie z B w matrycy M, jezeli dla
kazdego wartosciowania ¢ : P — M

jezeli p(A) € M*, to ¢(B) € M*.

Méwimy, ze A i B s3 logicznie réwnowazne w matrycy M, gdy
dla kazdego wartosciowania ¢ : P — M

©(A) = ¢(B).



Twierdzenie (o zgodnosci)
Kazda teza KRZ jest tautologia matrycy M.



Twierdzenie (o petnosci)
Kazda tautologia M jest tezag KRZ.



Whiosek
KRZ jest rozstrzygalny w intuicyjnym sensie, tzn. istnieje
efektywna procedura dajaca odpowiedz, czy = A czy ¥ A.



Jezyk pierwszego rzedu sktfada sie z:
» symboli relacyjnych P;, i € I, gdzie #(P;) oznacza¢ bedzie
ilos¢ argumentéw symbolu P;,
> symboli funkcyjnych f;, j € J, gdzie §(f;) oznacza¢ bedzie ilos¢
argumentéw f;,
» statych ¢k, k € K.
Formalnie jezyk bedziemy definiowali jako zbidr

L =1{(Pi)ici;(f;)jes (ck)kek }- Pi, f;, ck nazywamy symbolami
pozalogicznymi.



Symbole logiczne, niezalezne od L, s3 nastepujace:
> o, =
» zbiér zmiennych indywiduowych V = {vy, v1,va,...};
» kwantyfikator V;
» binarny symbol relacyjny = odpowiadajacy identycznosci;

> nawiasy.



Niech M # (). Interpretacja jezyka L w zbiorze M nazywamy
odwzorowanie [ takie, ze

> I(P;) c MHP),
> 1(F) : M) — M,
> /(Ck) e M.



Modelem (albo struktura) dla L nazywamy pare 9t = (M, I). Dla
wygody zamiast /(P;), I(f;), I(ck) piszemy P™ 1593? i cim oraz, gdy
L zawiera skonczenie wiele symboli pozalogicznych:

M= (M, PP PR L),

Moc modelu okreslamy jako moc zbioru M.



Rozwazmy model 91 jezyka L i oznaczmy przez V zbidr wszystkich
zmiennych indywiduowych. Odwzorowanie o : V' — M nazywamy
wartos$ciowaniem w M.



Wartosé termu t7[a] € M definiujemy nastepujaco:
> (v)™a] = a(v),
> ()] = T,
> (fitr... )] = F(Med, . .., 7).



Niech A bedzie formuta jezyka L, 99T modelem dla jezyka L, a «

wartosciowaniem w M. Definiujemy spetnialno$¢ formuty A w

modelu 9t z wartosciowaniem «, M = Ala]:
> M = (t = s)[a] wtedy i tylko wtedy, gdy t™[a] = s™[a],
> M = Pty ... ty[a] wtedy i tylko wtedy, gdy

PY(ePa], .., £7a]),

M = —Ala] wtedy i tylko wtedy, gdy nieprawda, ze

M = Alal,

M = (AV B)[a] wtedy i tylko wtedy, gdy I = Ala] lub

M = Bla],

M = (A A B)[a] wtedy i tylko wtedy, gdy I = Ala] i

M = Blal,

M = (A — B)[a] wtedy i tylko wtedy, gdy nieprawda, ze

M = Ala] lub 9 = Bla],

M = VxA[a] wtedy i tylko wtedy, gdy M = Ala%] dla

kazdego a € M,

> M = IxA[a] wtedy i tylko wtedy, gdy M = AlaZ] dla
pewnego a € M,

v

v

v

v

v

przy czym
v rrv(\/\ AdAla v £ v



Formuta A jest prawdziwa w 90T, M = A, gdy M = Ala] dla
kazdego wartosciowania o : V — M.



Formuta A jest tautologia (lub jest ogdlnie prawdziwa), = A,
gdy 9t = A dla kazdego modelu 9.



Poniewaz spetnialno$¢ formuty zalezy wytacznie od wartosciowania
jej zmiennych, dla formuty A(x,...,x,) i wartosciowania «
takiego, ze a(x;) = aj, dla 1 < i < n, bedziemy pisaé

M |: A(Xl, PN ,x,,)[al, .. .,a,,].



Ustalmy jezyk L. Aksjomatami rachunku predykatéw (lub
klasycznego rachunku kwantyfikatoréw lub KRK)s3 domkniecia
wzgledem wszystkich uktadéw zmiennych formut danych za
pomoca nastepujacych schematéw:
(Q0) domkniecia schematéw aksjomatéw KRZ w jezyku
{—,—} np. A= (B — A) itd.

aksjomaty identycznosci: dla dowolnych terméw
t1, to, t3, t1, th, t3 i dowolnych symboli funkcyjnych f i
relacyjnych P:
>t =1,
> t th — th = 11,
> h=bhAbh=1t3 — t; = t3,
> (h=tA...ANt1=t)) — (ft1...th=ft]...t]),
> (=t AN...ANt1=t))— (Ptr...th —
Pt ...t),
Ponadto definiujemy regute odrywania:
A A R



Méwimy, ze zbiér formut I jest spetnialny, gdy istnieje model 907 i
wartosciowanie « : V — M takie, ze M |= Aa] dla kazdej formuty
AcT.



Mowimy, ze zbiér zdan I jest spetnialny, gdy dla pewnego modelu
M zachodzi M= Adla AeT.



Twierdzenie (o istnieniu modelu)

Kazdy niesprzeczny zbiér formut jest spetnialny. W szczegélnosci,
kazdy niesprzeczny zbiér zdarn ma model.

Dowdd tego twierdzenia pomijamy.



Whiosek (twierdzenie o petnosci)

Dla dowolnego zbioru zdan ¥ i dowolnego zdania A:

SFAS Y EA



Nierozstrzygalnosé
rachunku predykatow



Nierozstrzygalny jest nastepujacy problem decyzyjny:

Czy dana formuta logiki pierwszego rzedu jest tautologia?
Aby wykaza¢d, ze tak jest, postuzymy sie nierozstrzygalnoscia
problemu stopu dla maszyn Turinga.



Przypomnijmy, ze maszyna Turinga jest abstrakcyjnym
modelem komputera, sktadajacym sie z nieskonczenie dtugiej
tasémy podzielonej na pola.

» Kazde pole moze znajdowa¢ sie w jednym z N standw.

» Maszyna zawsze jest ustawiona nad jednym z pdl i znajduje

sie w jednym z M standw.

Zaleznie od kombinacji stanu maszyny i pola maszyna zapisuje
nowa wartos¢ w polu, zmienia stan, a nastepnie moze
przesunac sie o jedno pole w prawo lub w lewo.

Kazda z takich operacji nazywamy rozkazem.

» Maszyna Turinga jest sterowana listg zawierajaca dowolna
liczbe takich rozkazéw.

» N i M s3 dowolnymi liczbami skohczonymi.

» Lista rozkazéw dla maszyny Turinga moze by¢ traktowana

jako jej program.



Formalnie, maszyne Turinga nad alfabetem A definiujemy jako
uporzadkowana pigtke M = (A, Q,J, qo, gr), gdzie:
> A jest skoficzonym alfabetem, zawierajacym A oraz symbol
B¢ A,
> @ jest skonczonym zbiorem stanéw,
> go € Q jest stanem poczatkowym,
> gr € Q jest stanem koncowym,

» 6 (Q@\{gr}) x A = A x Q@ x{—1,0,+1} jest funkcja
przejscia.



Zaktadajac, ze zbiory A i Q s3 roztaczne, mozna zdefiniowad
konfiguracje maszyny jako stowo postaci wqv, gdzie g € Q oraz
w,v € A, przy czym utozsamiamy konfiguracje wqv i wqvB.



Interpretacja tej definicji jest nastepujaca:

Tasma maszyny jest nieskonczona w prawo.

Na poczatku tasmy zapisane jest stowo wv, dalej w prawo s3 same
blanki, a gtowica maszyny " patrzy” na pierwszy znak na prawo od
w.

Konfiguracje postaci C,, = qow, gdzie w € A*, nazywamy
poczatkowa, a konfiguracje postaci wgrv nazywamy koricowa lub
akceptujaca.



Relacje — aqna konfiguracjach definiujemy nastepujaco:
> Jesli §(q,a) = (b, p,+1) to wgav — g wbpv;

» Jedli 6(q,a) = (

(

» Jedli 6(q, a) = (b, p, —1) to wegav — aq wpcbyv oraz
qav — aq pbv (gdy ruch w lewo jest niemozliwy.)

b, p,0) to wgav — aq wpbv;



Symbolem —» x4 oznaczamy przechodnio-zwrotne domkniecie
relacji — aq.

Jezeli C,, - C’, gdzie C' jest konfiguracja akceptujaca to
mowimy, ze maszyna akceptuje stowo w.



Problem stopu mozna réwnowaznie sformutowaé nastepujaco: czy
dana maszyna Turinga akceptuje stowo puste?



Lemat
Niech ¢ oznacza koniunkcje nastepujacych formut

» Yy=P(y,c),
> Vx3JyP(x,y),
> VxVy(P(x,y) = R(x,y)),
> YxVyVz(R(x,y) — (R(y,2) — R(x, 2))),
> Vx=R(x, x).
Formuta ( jest zdaniem. Zdanie to jest spetnialne, a kazdy jego

model 2 zawiera nieskoriczony ciag réznych elementéw
c® = a0, al,a2,... takich ze (aj,ai+1) € P* dla kazdego i.



Twierdzenie
Nie istnieje algorytm rozstrzygajacy, czy dana formufa logiki
predykatéw jest tautologia.



Dowadd:

Naszym celem jest efektywna konstrukcja, ktéra dla dowolnej
maszyny Turinga M utworzy formute ¢ »4 0 nastepujacej wtasnosci:

M akceptuje stowo puste wtedy i tylko wtedy, gdy ¢y jest
tautologia.

Stad natychmiast wynika teza twierdzenia.
W przeciwnym razie taka konstrukcja pozwalataby bowiem na
rozstrzyganie problemu stopu.



W istocie, wygodniej bedzie skonstruowacd taka formute ¢, ze

M zapetla sie na stowie pustym wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest
spetnialna,

i na koniec przyjaé o = P .



Jezyk, w ktérym zapiszemy naszg formute, bedzie zalezata od
maszyny M.
Sktada sie on z:

> jednoargumentowych symboli relacyjnych S4, dla wszystkich
stanéw q € Q;

» dwuargumentowych symboli relacyjnych C,, dla wszystkich
symboli a € A;

» dwuargumentowego symbolu relacyjnego G;
» statej ¢ i symboli P i @ wystepujacych w formule ¢ z Lematu.



Formuta ¢4 jest koniunkcja ztozona z wielu sktadowych, ktére
teraz opiszemy.

Pierwsza sktadowa jest formuta ¢ z Lematu.

Kazdy model tej formuty zawiera réznowartosciowy ciag

ap, a1, az, . . ., ktéry postuzy nam jako substytut ciggu liczb
naturalnych (o elemencie a; myslimy jak o liczbie 7).



Intuicyjny sens formut atomowych naszej sygnatury jest taki:
> Formute Sq(x) czytamy: po x krokach obliczenia maszyna jest
w stanie q.
» Formute G(x,y) czytamy: po x krokach gtowica maszyny
znajduje sie w pozycji y.
» Formute C,(x,y) czytamy: po x krokach na pozycji y
znajduje sie symbol a.



Dalsze sktadowe naszej formuty ¢ s3 tak dobrane, aby kazdy jej
model reprezentowat nieskonczone obliczenie maszyny zaczynajace
sie od stowa pustego:

1. Sq(c) A G(c,c) NVxCg(c, x);
Vx(Vgeq Sa(x));
Vx(Sq(x) = =5p(x)). dla g,p € Q, ¢ # p;
X7y (Vaen Calx,y));
VxVy(Ca(x,y) — —Cp(x,y)), dla a,b e A,a# b;
Vx3IyG(x, y);
VxVyVz(G(x,y) A G(x,z) — y = z);
VxVyVz(Sq(x) A G(x,y) A Ca(x,y) A P(x,z) —
Sp(2) A Co(z,y)). gdy 6(q,a) = (p, b, i);

9. VxVyVz(=G(x,y) A Go(x,y) A P(x,z) — Ci(z,y));
10. VxVyVzVv(Sq(x) A G(x,y) A P(x,z) A P(y,v) — G(z,v)),

gdy &(q,a) = (p, b, +1);

©No R~ WD



11.

12,

13.

14.

VxVyVz(Sq4(x) A G(x,y) A P(x,z) — G(z,y)), gdy

5(g,a) = (p, b,0);

VxVyVzVv(Sq(x) A G(x,y) A P(x,z) A P(v,y) — G(z,v)),
gdy 6(‘77 a) = (P, b, _1);

VxVyVzVv(Sq(x) A G(x,c) A P(x,z) — G(z,c)), gdy

5(q7 a) = (p7 b: _1);

Vx—=Sq,(x).



Przypusémy teraz, ze maszyna M ma nieskonczone obliczenie dla
pustego stowa wejsciowego.

Zbudujemy model 2 dla formuty ¢ .

Dziedzing tego modelu jest zbiér N liczb naturalnych.

Stafa c interpretujemy jako zero, relacja P® to relacja nastepnika,
a R* to (ostra) relacja mniejszosci.

Relacje S®, C2 i G* okre$lamy zgodnie z ich intuicyjna
interpretacja na podstawie przebiegu nieskonczonego obliczenia
maszyny.

Nietrudno sie przekona¢d, ze wszystkie cztony koniunkcji sa
prawdziwe w 2, czyli zdanie ¢ jest spetnialne.



Przystapmy wiec do trudniejszej cze$ci dowodu.

Zatézmy mianowicie, ze A = ¢ dla pewnego modelu 2.

Witedy takze 2 = (, niech wiec a; beda elementami 2, o ktérych
mowa w Lemacie.

Model 2 spetnia tez wszystkie pozostate sktadowe formuty ¢ ag.
Skfadowe (2) i (3) gwarantuja, ze kazdy z elementéw a; nalezy do
dokfadnie jednej z relacji Sg.

Podobnie, kazda para (a;, a;) nalezy do doktadnie jednej z relacji
C,, oraz kazde a; jest w relacji G z doktadnie jednym elementem
modelu 2 — tu uzywamy sktadowych (4)—(7).



Rozpatrzmy obliczenie maszyny M dla stowa pustego.

Pokazemy, ze jest to obliczenie nieskonczone.

Jesli obliczenie maszyny M sktada sie z co najmniej n krokéw, to
przez g, oznaczmy stan, w ktérym znajduje sie maszyna M po
wykonaniu tych n krokdéw, a przez k, pozycje gtowicy w tym
momencie.

Zawartoscig m-tej komérki tasmy po n-tym kroku obliczenia niech
za$ bedzie symbol bpp,.



Przez indukcje ze wzgledu na n dowodzimy, ze dla dowolnego
n € N obliczenie skfada si¢ z co najmniej n krokéw, oraz:

ap € Sgt, (an,am) € C&Em, (an, a,) € G2

Inaczej méwiagc, model 2 prawidtowo reprezentuje kolejne
konfiguracje maszyny.

Dla n = 0 powyzsze zwigzki wynikaja wprost z prawdziwosci cztonu
(1) naszej koniunkgji.

W kroku indukcyjnym skorzystamy przede wszystkim z cztonu
(14), ktéry gwarantuje, ze stan g, nie jest koncowy.

Okreslona jest wiec wartos¢ funkcji przejscia d(qn, bmk, )-

Mozemy wiec odwotaé sie do sktadowych (9-12), ktére zapewniaja
poprawng zmiane stanu i symbolu pod gtowica (8), zachowanie bez
zmian reszty tasmy (9) i przesuniecie gtowicy (10-12).



