Definicja:

Alfabet jezyka logiki zdan sktada sie z nieskofczonego (najczesciej
zaktadamy: przeliczalnego) zbioru P, o ktérym myslimy jak o
zbiorze zmiennych zdaniowych i skonczonego zbioru symboli, o
ktérych myslimy jak o spéjnikach zdaniowych:

» — — jednoargumentowy, negacja;

» A — dwuargumentowy, koniunkcja;

» V — dwuargumentowy, alternatywa;

» — — dwuargumentowy, implikacja.

Dodatkowo “dorzucamy” tez do naszego alfabetu nawiasy (i ).



Jezyk logiki zdan L definiujemy teraz jako najmniejszy podzbiér
monoidu L* spetniajacy warunki:

1. PCL;

2. jesli A, B € L, to do L naleza réwniez nastepujace formuty:

-A, AAB, AVB, A— B.



Niech A, B, C, ... oznaczaja formuty. Przyjmujemy nastepujace
aksjomaty:

1.
2.

10.
11.

© N O w

A — (B — A) (prawo poprzedzania),

(A— (B — C)) = (A— B) — (A— C)) (sylogizm
Fregego),

ANB — A,

AANB — B,

(A—>B)—>((A—> C)—>(A—>(B/\C))),

A— AV B,

B— AV B,
(B—>A)—>((C—>A)—>(B\/C—>A)),

—A — (A — B) (prawo Dunsa Szkota),

(A — —A) — —A (prawo redukcji do absurdu),
——A — A (mocne prawo podwdjnego przeczenia);

oraz nastepujaca regute, zwana reguta odrywania:

A— B,A
—N.
B 0



Twierdzenie o dedukcji [Herbrand, 1930]

Niech ' C L, A, B € L. Wéwczas

A — B wtedy i tylko wtedy, gdy LA+ B



Twierdzenie o ekstensjonalnosci:

Niech A* bedzie formuty, ktéra powstaje z formuty A przez
zastapienie pewnych wystapier formuty D formuty D’. Przy tych
oznaczeniach reguta ekstensjonalnosci:

D« D'
A — A*

jest wyprowadzalna w KRZ.



Niech L bedzie jezykiem logiki zdan. Na zbiorze L definiujemy
nastepujace operacje:

> Neg(A) = —A,

» Alt(A,B) = AV B,

» Kon(A,B)=AAB,

» Imp(A,B) =A— B.
Algebre L = (L, Neg, Alt, Kon, Imp) nazywamy algebra jezyka
logiki zdan. Jest to algebra o typie 7. = (1,2,2,2). Algebra L jest
algebra absolutnie wolng ze zbiorem zmiennych zdaniowych P jako
zbiorem wolnych generatoréw.



Matryca (tukasiewicz, Tarski, 1930) dla jezyka logiki zdaniowe;j
nazywamy pare
M = (M, M),

gdzie M jest algebra podobna do algebry jezyka logiki zdan, za$
zbiér () # M* C M nazywamy zbiorem elementéw wyréznionych
matrycy (zaktadamy czesto, ze M* jest jednoelementowy).
Piszemy tez

M= (M,M* F. Fnr, Fy,F_).



Niech M bedzie pewna matryca dla jezyka logiki zdan.
Wartos$ciowaniem w M nazywamy dowolne odwzorowanie

@ : P — M. Kazde takie odwzorowanie przedtuza sie jednoznacznie
do homomorfizmu algebry L w algebre M. Homomorfizm ten
bedziemy réwniez oznaczal przez ¢.



Niech A bedzie dowolng formuta jezyka zdan i niech M bedzie
matryca. Ustalmy wartosciowanie ¢ : P — M. Méwimy, ze ¢
spetnia A w M, gdy p(A) € M*. Formute A nazwiemy
tautologig matrycy M, gdy A jest spetniona w M przy kazdym
wartosciowaniu (méwimy wtedy tez, ze A jest prawdziwe w M).
Zbidr wszystkich tautologii matrycy M nazywamy zawartoscig tej
matrycy i oznaczamy przez E(M).

Méwimy, ze A wynika logicznie z B w matrycy M, jezeli dla
kazdego wartosciowania ¢ : P — M

jezeli p(A) € M*, to ¢(B) € M*.

Méwimy, ze A i B s3 logicznie réwnowazne w matrycy M, gdy
dla kazdego wartosciowania ¢ : P — M

©(A) = ¢(B).



Dowolng funkcje 7 : {0,1}" — {0, 1} nazywamy funkcja
booleowska.

Kazda formuta jezyka logiki zdan wyznacza pewna funkcje
booleowska f4 taka, ze dla dowolnego ¢ : P — {0,1}:

P(A) = fa(o(p1), - - -, ¢(Pm));

oile A=A(p1,..-,Pm)-
Okazuje sie, ze twierdzenie odwrotne tez jest prawdziwe.



Twierdzenie

Kazda funkcja booleowska jest wyznaczona przez pewng formufte
Jjezyka logiki zdan, przy czym w formule tej wystepuja tylko
spojniki =, V, A.



Zbiér formut X jest spetnialny, gdy istnieje wartosSciowanie ¢
takie, ze dla kazdego A € ¥ mamy ¢(A) = 1. Méwimy, ze ¥ jest
skonczenie spetnialny, gdy kazdy skonczony podzbidr zbioru
jest spetnialny.

Twierdzenie (o zwartosci)

Zbior formut L jest spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ jest
skonczenie spetnialny.



Dowdd: Oczywiscie wystarczy pokazad, ze jesli zbior jest
skonczenie spetnialny, to jest tez spetnialny. Zatézmy wiec, ze *
Jjest skonczenie spetnialny. Niech V' bedzie zbiorem wszystkich
zmiennych wystepujacych w formutach zbioru ¥. Rozwazmy
{0,1}Y jako produkt przestrzeni dyskretnych {0,1}. Wobec
twierdzenia Tichonowa {0,1}" jest przestrzenia zwarta. Zbiory

Bpi = {0 € {0,1}" : ¢(p) = i}

stanowia podbaze przestrzeni {0,1}". Ponadto B, sa
domknigto-otwarte, bo {0,1}Y' \ By = B, 1.



Dla dowolnej formuty A € ¥ niech

D(A) ={p € {0,1}" : ¢(A) = 1}.

Z zatozenia wiemy, ze kazdy skonczony podzbidr > zbioru X jest
spetnialny. Zatem

ﬂ{D(A) : A€ X} # 0 dla skoiczonego podzbioru ¥y C X.

Zbiory D(A) sa zbiorami domknigto-otwartymi (jako skoriczone
sumy skonczonych przekrojéw zbioréw podbazowych). Zatem

({D(A): Ac X} #10),

a zatem X jest spetnialny.



Stwierdzenie

Wszystkie aksjomaty KRZ sa tautologiami w matrycy Ms. Reguta
odrywania jest reguta niezawodna w Mo, czyli kazda teza systemu
klasycznego rachunku zdan jest tautologia matrycy M.



Niech L bedzie jezykiem KRZ. rozwazmy relacje ~C L2

A ~ B wtedy i tylko wtedy gdy - A < B.

Stwierdzenie
Relacja ~ jest réwnowaznoscig

Dowdd.
Wobec rezultatéw udowodnionych na ostatnim wykfadzie:
» zwrotno$¢ zachodzi, poniewaz mamy - A < A wobec Lematu
1,
» symetria zachodzi, poniewaz mamy - A < B wtedy i tylko
wtedy, gdy - B «+ A wobec definicji,
» przechodnio$¢ zachodzi, poniewaz mamy, ze jesliF A «— B

oraz B« C, to - A < C wobec twierdzenia o
ekstensjonalnosci.



Oznaczmy przez L™ zbiédr klas abstrakgji relacji ~. Klasy abstrakgeji
oznacza¢ bedziemy po prostu przez [A]. W zbiorze L™ definiujemy
relacje

[A] < [B] wtedy i tylko wtedy gdy - A — B.

Wobec twierdzenia o ekstensjonalnosci, relacja powyzsza jest
dobrze okredlona. Pokazemy jednak co$ znacznie silniejszego.



Twierdzenie
(L™, <) jest dystrybutywna krata komplementarna.



Dowdd: Sprawdzenie, ze < jest relacja porzadku, pozostawiamy
czytelnikowi jako proste ¢wiczenie.
Pokazemy, ze [A] N [B] = [A A B]. Istotnie, mamy:

FAAB — A,

FAAB — B.

Zatem [A A B] < [A] oraz [AA B] < [B]. Niech [C] < [A] oraz
[C] < [B]. Wtedy - C — A oraz - C — B. Ponadto

F(C—A) —((C—B)—(C—AAB)).

Stad - C — AA B, co oznacza [C] < [AA B.



Pokazemy, ze [A]U[B] = [AV BJ. Istotnie, mamy:
A AV B,

FB— AVB.

Zatem [A] < [AV B] oraz [B] < [AV BJ. Niech teraz [A] < [C]
oraz [B] < [C]. Wtedy - A — C oraz + B — C. Ponadto:

FA—-C)—(B—C)—(AvB— Q).

Stad F AV B — C, co oznacza [AV B] < [C].
Dystrybutywno$¢ wynika wprost z udowodnionych ostatnio tez:

AN(BVC)— (AANB)V(ANAC),

oraz
AV (BAC) < (AVB)A(AVC).



Pokazemy, ze 1 = [A] wtedy i tyko wtedy, gdy - A. Istotnie,
zatézmy, ze 1 = [A]. Wtedy dla dowolnej formuty B mamy

F B — A, w szczegdlnosci dla dowolnej tezy. Stosujac regute
odrywania otrzymujemy, ze = A. Na odwrét, zatézmy, ze F A.
Niech B bedzie dowolna formuta. Mamy woéwczas

FA— (B—A).

Stad - B — A, czyli [B] < [A], a zatem [A] = 1.

Pokazemy, ze 0 = [A] wtedy i tylko wtedy, gdy F —A. Istotnie,
zatézmy, ze 0 = [A]. Wtedy dla dowolnej formuty B mamy

F A — B, w szczegélnosci dla B = =A mamy - A — —A. Ponadto:

F(A— —A) — —A.

Stosujac regute odrywania otrzymujemy, ze - —A. Na odwrét,
zatézmy, ze - —A. Niech B bedzie dowolng formuts. Mamy

wowczas
F-A— (A— B).

Stad - A — B, czyli [A] < [B], a zatem [A] = 0.



Na koniec pokazemy, ze —[A] = [-A]. Istotnie, mamy
[AJU[-Al = [AV -A] = 1,

[A] N [~A] = [A A —A] = 0.



Algebre (L™, <) nazywamy algebra Lindenbauma KRZ. Dziatania
w (L™, <) okreslone s3 nastepujaco:

» [A]N[B] =[ANAB],

» [AJU[B]=[AV B],

> —[A] = [-A],
> 1=[pV-p]
> 0=[pA-p].

W dalszym ciggu rozwazaé bedziemy algebre Boole'a jako podobna
do algebry jezyka KRZ, czyli algebre postaci

(B7 ) U7 ma :)7

gdzie
X=y=—xUy.

W szczegdlnosci zauwazmy, iz w algebrze Lindenbauma:

[Al = [B] = —[A]U[B] = [<AV B] = [A — B].



Twierdzenie (o zgodnosci)
Kazda teza KRZ jest tautologia matrycy M.

Dowdéd.

ZauwazyliSmy juz, ze kazdy aksjomat jest tautologia i ze zbidr
tautologii jest domkniety na regute odrywania. Dowdd
przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na dtugs¢ tezy. Niech

F Ainiech Aj,...,A; = A bedzie dowodem A. Jesli / =1, to

A1 = A jest aksjomatem, a wiec tautologia. Zatézmy, ze i > 1 i ze
dla j < i Aj s3 tautologiami. A zatem A; jest aksjomatem, a wigc
tautologia, albo dla pewnych j, k < i mamy

Ac=Ai = Ai,. Aiy o A= Al AL

Z zatozenia indukcyjnego A; oraz A; — A; s3 tautologiami, a
zatem A; jest tautologia. O



Twierdzenie (o petnosci)
Kazda tautologia My jest tezg KRZ.

Dowdd twierdzenia poprzedzimy lematem. Oznaczmy przez AL
algebre Lindenbauma KRZ.

Lemat
Niech ¢ bedzie homomorfizmem AL w B,. Niech ¢ : P — {0, 1}
bedzie wartosciowaniem takim, ze

¥(p) = ¢([p]) dla p € P.

Woéwczas
P(A) = ¢([A]) dla dowolnej formuty A.

Wartosciowanie takie jak w lemacie nazywaé bedziemy
indukowanym przez ¢.



Dowdéd.

Dowéd prowadzimy przez indukcje wzgledem budowy formuty A.
Zauwazmy na wstepie, ze v przedtuza sie jednoznacznie do
homomorfizmu algebry jezyka KRZ w Bs.

Zatézmy, ze A jest zmienng, A = p — wdwczas twierdzenie jest
prawdziwe w mys| zatozenia.

Zatézmy, ze A = —~B. Wébwczas:

P(A) = $(=B) = =(B) = —=¢([B]) = ¢(—[B]) = o([~B]) = #([A]).

Przypadki, gdy A=BAC,A=BV CorazA=B — C
pozostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie. L]



Przechodzimy teraz do dowodu twierdzenia o petnosci.

Dowdéd.

Zatézmy, ze ¥ A.

Pokazemy, ze A ¢ E(M>).

Istotonie, skoro ¥ A, to w AL mamy, ze [A] # 1.

Zatem —[A] # 0, czyli [-A] # 0.

Wobec twierdzenia o istnieniu ultrafiltru istnieje ultrafiltr F algebry
AL zawierajacy [-A]. W szczegdlnosci AL/F = B».

Niech i bedzie wartosciowaniem indukowanym przez kanoniczny
homomorfizm x : AL — AL/F.

Woéwczas

P(=A) = w([-A]) = 1,
a zatem ¥ (A) =0, czyli A ¢ E(Mo). O



Whiosek
KRZ jest rozstrzygalny w intuicyjnym sensie, tzn. istnieje
efektywna procedura dajaca odpowiedz, czy = A czy ¥ A.



Twierdzenie (Malcev)

Niech ¥ bedzie dowolnym zbiorem formut jezyka KRZ. Wéwczas *
jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ jest spetnialny.



Dowdd: (<) Zatézmy, ze ¥ jest sprzeczne. Zatem pewien jego
skoficzony podzbiér ¥’ jest sprzeczny. Mamy

YEAAA

dla pewnej formuty A. Niech B = A{C : C € X'}. Na mocy
twierdzenia o dedukcji:

- B — (AN —A).
Z twierdzenia o zgodnosci
B — (AN-A) € E(Mb»),
czyli dla kazdego wartosciowania ¢ : P — {0,1} mamy
#(B — (AN —A)) = 1.
Ale zawsze mamy réwniez
?(AN-A)=0.

Stad ¢(B) = 0 dla kazdego wartosciowania phi, czyli ¥’ jest
niespetnialny, a wiec i X jest niespetnialny.



(=) Zatdézmy, ze ¥ jest niespetnialny. Z twierdzenia o zwartosci,
pewien skornczony podzbiér X’ zbioru X jest niespetnialny. Niech

B=N\{C:Cex}.

Stad ¢(B) = 0 dla kazdego wartosciowania phi, wiec B jest
kontrtautologia. A zatem =B € E(M3). Stad, na mocy
twierdzenia o petnosci, - =B. Ale

YFCdlaCeY

wiec w szczegdlnosci
Y+ B.

Zatem Y+ B A =B, czyli ¥’ jest sprzeczny, a wiec i L jest
sprzeczny.



Rachunek predykatow



Jezyk pierwszego rzedu sktfada sie z:
» symboli relacyjnych P;, i € I, gdzie #(P;) oznacza¢ bedzie
ilos¢ argumentéw symbolu P;,
> symboli funkcyjnych f;, j € J, gdzie §(f;) oznacza¢ bedzie ilos¢
argumentéw f;,
» statych ¢k, k € K.
Formalnie jezyk bedziemy definiowali jako zbidr

L =1{(Pi)ici;(f;)jes (ck)kek }- Pi, f;, ck nazywamy symbolami
pozalogicznymi.



Symbole logiczne, niezalezne od L, s3 nastepujace:
> o, =
» zbiér zmiennych indywiduowych V = {vy, v1,va,...};
» kwantyfikator V;
» binarny symbol relacyjny = odpowiadajacy identycznosci;

> nawiasy.



Moc ||L|| jezyka L definiujemy jako wieksza z liczb Ry lub moc
zbioru symboli.

Sygnatura (lub typem) jezyka L nazywamy ciag 7 = (11, 72, 73),
gdzie 7‘1(i) = ﬁ(P;), 7‘2(_]) = ﬁ(f;), 7‘3(k) =0,dla ke K.

L’ jest wzbogaceniem jezyka L, gdy L' = LU X, gdzie X jest
zbiorem pewnych symboli.

Wtedy L nazywamy reduktem jezyka L'.



Zbior terméw T jezyka L definiujemy nastepujaco:
» VCT,
» ¢, € T dla kazdego k € K,

> jezeli f jest symbolem funkcyjnym n—argumentowym i
t1,...,t, s termami, to

ft1 ...ty

jest termem.



Zbiér formut atomowych jezyka L sktada sie z wyrazen postaci:
> i =t,dlaty, b eT;

» Pty ...t,, gdzie P jest n—argumentowym symbolem
relacyjnym i ty,...,t, € T.



Zbiér formut jezyka L jest najmniejszym zbiorem spetniajacym
warunki:
> zawiera on zbiér wszystkich formut atomowych;

> jezeli A, B s3 formutami i x jest zmienng indywiduows, to
-A, A — B,Vx(A)

sg formutami.



Podformute definiujemy w analogiczny sposéb.
Zauwazmy, ze moc zbioru wszystkich formut jezyka L jest réowna
[IL]-



Definiujemy réwniez:
> dx(A) = “Vx—A;
» AV B=-A— B;
> A/\B:—\(A—>_\B);
» A~ B=(A— B)A(B— A).



Zbiér zmiennych wolnych termu, vf(t), definiujemy nastepujaco:
> vi(x) = {x},
> vi(c) =0,
> vf(fty...ty) = vf(t1) U... U VF(ty).

Z kolei zbiér zmiennych zwigzanych termu vb(f) jest zawsze
zbiorem pustym.



Zbiér zmiennych wolnych formuty A, vf(A), definiujemy
nastepujaco:
Vf( 1= tg) (tl) U Vf(t2);

.ty vf(tl)U...va(t,,);

v



Zbiér zmiennych zwigzanych formuty A, vb(A), definiujemy
nastepujaco:

» vb(A) = () dla kazdej formuty atomowej A;

> vb(—A) = vb(A);

» vb(A — B) = vb(A) U vb(B);

» vb(VxA) = vb(A) U {x}.



Formute nazywamy zdaniem, gdy vf(A) = (). Piszemy
A(X1,...,%n), gdy vf(A) C {x1,...,Xn}.



Przykfad:

1. Niech A = \V/V[)PoVon Vo — VV1P1V1. Wdweczas
vf(A) = {vi, o} oraz vb(A) = {vp, v1 }.



Operacje podstawiania termu t za zmienng x, (x/t), definiujemy
nastepujaco:
> v(x/t) — t, gdy x =y
ybx/t) {y, gdy x # y
> c(x/t) =c,
> ft1 ... th(x/t) = fa(x/t) ... ta(x/t),
> Pty...ta(x/t) = Pti(x/t)...ta(x/t),
> (HA)(x/t) = ~(A(x/t)),
> (A— B)(x/t) = A(x/t) — B(x/t),
. t) — VyA, gdy x = y lub y € vf(t),
(DA/E) {Vy(A(x/t)), w przeciwnym wypadku.



Przykfad:

2. Niech A=Vx(Py — Px) — (Py — ¥xPx). Wéwczas
A(y/x) = V¥x(Py — Px) — (Px — VxPx). Ponadto
A(y/x)(y/c) = Vx(Pc — Px) — (Px — VxPx).
Zinterpretujmy Px jako “x = 0" oraz niech ¢ = 1. Wéwczas
formuta Vx(y =0 — x =0) — (y =0 — Vxx = 0) jest
prawdziwa, natomiast formuta
Vx(1=0—x=0) — (x =0 — Vxx = 0) jest fatszywa.
Widzimy wiec, ze przez podstawianie mozemy z formuty
prawdziwej otrzymad fatszywa.



Zbiér zmiennych wolnych dla termu t w formule A, Ff(t, A),
definiujemy nastepujaco: x € Ff(t, A) wtedy i tylko wtedy, gdy:
> x ¢ vf(A),
> x € vf(A) oraz
A jest formuta atomowa,
A=-Bixe Ff(t,B),
A=B — Cixe Ff(t,B)n Ff(t, C),
A=VyBiy¢vf(t)ixe Ff(t,B).

v

v vy



Niech M # (). Interpretacja jezyka L w zbiorze M nazywamy
odwzorowanie [ takie, ze

> I(P;) c MHP),
> 1(F) : M) — M,
> /(Ck) e M.



Modelem (albo struktura) dla L nazywamy pare 9t = (M, I). Dla
wygody zamiast /(P;), I(f;), I(ck) piszemy P™ 1593? i cim oraz, gdy
L zawiera skonczenie wiele symboli pozalogicznych:

M= (M, PP PR L),

Moc modelu okreslamy jako moc zbioru M.



Rozwazmy jezyk L i jego rozszerzenie L’ o pewien zbiér nowych
symboli X. Niech 9 = (M, /) bedzie modelem dla L i niech I’
bedzie interpretacja symboli nalezacych do X w M. Wéwczas
M = (M, 1 UI") nazywamy rozszerzeniem modelu 9, a M

reduktem modelu 97,



Redukt modelu 9t = (M, ) do modelu 9" = (M, I') takiego, ze I’
jest interpretacjg L zwezong jedynie do symboli funkcyjnych i
statych, jest algebra.



Model M = (N, {P}, {159”‘}, {c)"}) nazywamy podmodelem
modelu 9 = (M, { P}, {£7}, {}"}) edy:
» NC M, zi-‘ﬁ: 6”\N N=cM

» dla dowolnych a;,...,a, € N:

P™(aq,...,an) wtedy i tylko wtedy, gdy P™(ay, ..., an).

i



Odwzorowanie ¢ : M — N jest izomorfizmem modeli 971 i 91 gdy
> ¢ jest izomorfizmem odpowiednich algebr,

» dla dowolnych a3,...,a, € M:

PP (ay,...,a,) wtedy i tylko wtedy, gdy P?Y(¢(a1), ..., d(an)).



Rozwazmy model 91 jezyka L i oznaczmy przez V zbidr wszystkich
zmiennych indywiduowych. Odwzorowanie o : V' — M nazywamy
wartos$ciowaniem w M.



Wartosé termu t7[a] € M definiujemy nastepujaco:
> (v)™a] = a(v),
> ()] = T,
> (fitr... )] = F(Med, . .., 7).



Niech A bedzie formuta jezyka L, 99T modelem dla jezyka L, a «

wartosciowaniem w M. Definiujemy spetnialno$¢ formuty A w

modelu 9t z wartosciowaniem «, M = Ala]:
> M = (t = s)[a] wtedy i tylko wtedy, gdy t™[a] = s™[a],
> M = Pty ... ty[a] wtedy i tylko wtedy, gdy

PY(ePa], .., £7a]),

M = —Ala] wtedy i tylko wtedy, gdy nieprawda, ze

M = Alal,

M = (AV B)[a] wtedy i tylko wtedy, gdy I = Ala] lub

M = Bla],

M = (A A B)[a] wtedy i tylko wtedy, gdy I = Ala] i

M = Blal,

M = (A — B)[a] wtedy i tylko wtedy, gdy nieprawda, ze

M = Ala] lub 9 = Bla],

M = VxA[a] wtedy i tylko wtedy, gdy M = Ala%] dla

kazdego a € M,

> M = IxA[a] wtedy i tylko wtedy, gdy M = AlaZ] dla
pewnego a € M,

v

v

v

v

v

przy czym
v rrv(\/\ AdAla v £ v



Formuta A jest prawdziwa w 90T, M = A, gdy M = Ala] dla
kazdego wartosciowania o : V — M.



Formuta A jest tautologia (lub jest ogdlnie prawdziwa), = A,
gdy 9t = A dla kazdego modelu 9.



Lemat

Rozwazmy model O dla jezyka L i formufe A tego jezyka.
Woéweczas dla dowolnych wartosciowari «, (3, jezeli a(a) = ((x) dla
wszystkich x € vf(A), to

M = Ala] wtedy i tylko wtedy, gdy M = A[S].



Poniewaz spetnialno$¢ formuty zalezy wytacznie od wartosciowania
jej zmiennych, dla formuty A(x,...,x,) i wartosciowania «
takiego, ze a(x;) = aj, dla 1 < i < n, bedziemy pisaé

M |: A(Xl, PN ,x,,)[al, .. .,a,,].



Lemat

Niech A = A(yi, ..., yn). Rozwazmy termy

ti(X1, oy Xm)y - -y ta(X1, ..., Xm) takie, ze y; € Ff(t;, A) dla
1 < i < n. Niech o bedzie dowolnym wartosciowaniem i
przyjmijmy, ze a(x;) = a; dla 1 < i < m. Wtedy

ME Alyi/ti(x1, - s Xm), - Yn/ta(X1, -y Xm))[a1, - - -, am]
s ME ALyt e, am)y - a1, - - -, am]]-



Ustalmy jezyk L. Aksjomatami rachunku predykatéw (lub
klasycznego rachunku kwantyfikatoréw lub KRK)s3 domkniecia
wzgledem wszystkich uktadéw zmiennych formut danych za
pomoca nastepujacych schematéw:
(Q0) domkniecia schematéw aksjomatéw KRZ w jezyku
{—,—} np. A= (B — A) itd.

aksjomaty identycznosci: dla dowolnych terméw
t1, to, t3, t1, th, t3 i dowolnych symboli funkcyjnych f i
relacyjnych P:
>t =1,
> t th — th = 11,
> h=bhAbh=1t3 — t; = t3,
> (h=tA...ANt1=t)) — (ft1...th=ft]...t]),
> (=t AN...ANt1=t))— (Ptr...th —
Pt ...t),
Ponadto definiujemy regute odrywania:
A A R



W szczegdlnosci kazda teza KRZ jest tautologia KRK.



Twierdzenie

Niech T bedzie zbiorem formut jezyka L takim, Zze zmienna x nie
wystepuje jako zmienna wolna w zadnej formule tego zbioru.
Wéwczas, dla dowolnej formuty A(x,y') mamy:

FA(x,y) =T FVYXA(x,y)



Dowdd.
Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem dtugosci formuty A.

> Jezeli A jest aksjomatem, to VxA jest aksjomatem.

> Jezeli A€T, to x ¢ vf(A), zatem aksjomatem jest formuta
A — VxA. Czyli T - VxA.

> Zatbézmy, ze A otrzymujemy w wyniku zastosowania reguty
odrywania wzgledem formut Bi B — A.
Z zatozenia indukcyjnego

'FVxB oraz I FVx(B — A).
Ponadto, na mocy (Q2), I' F ¥xB — VxA. Stad otrzymujemy

- VXA.



Lemat
Zatézmy, ze x ¢ vf(A). Wowczas tezg naszego systemu jest:

FVx(A — B) — (A — VxB).



Dowdéd.

1. Vx(A — B) — (VxA — ¥xB), (Q2)

2. VxA — (Vx(A — B) — VxB), poniewaz
F(E—(F—6G))—(F—=(E—G))

3. A—VxA, (Q3), x ¢ vf(A),

4. A— (Vx(A — B) — VxB), z prawa sylogizmu,

5. ¥x(A — B) — (A — VxB), jak w (2).



Twierdzenie

Niech A i B beda dowolnymi formutami oraz niech C bedzie taka
formuta, ze x ¢ vf(C). Niech ponadto I' bedzie takim zbiorem
formut, ze x nie wystepuje jako zmienna wolna w zadnej formule
tego zbioru. Wowczas:

1L.THC—B=TFC-VxB, (£=5),
2.THFA- C=THIA— C, (45%),
3.TFA—=VYXxB=TFA—= B, (4258),
4. THIXA—-B=TFA—= B, (Z28).

HXAHB




Dowdd.
Rozwazmy dowody na gruncie [
1. Zatézmy, ze '+ C — B.
Woéwezas I - Vx(C — B).
Stad, poniewaz x ¢ vf(C), na mocy poprzedniego Lematu
M= C — vxB.
2. Kontrapozycja (1).
3. Zatézmy, ze [ - A — VxB.
Na mocy (Q1) mamy - VxB(x,y’) — B(x,y’), poniewaz
x € Ff(x, B).
Zatem, na mocy praw KRZ, ' - A — B.
4. Kontrapozycja (3).



Lemat
Nastepujace formuty sa tezami KRK:

1. VXA — 3IxA (prawo egzemplifikacji),
2. VXA «— A, IxA «— A, gdy A jest zdaniem,
3. VXA(x, YY) «» VZA(z,y), 3xA(x, y) « F2A(z, ).



Twierdzenie (o dedukgji)

Niech I bedzie zbiorem formut jezyka L. Wtedy dla dowolnych
formut A i B:

A — B wtedy i tylko wtedy, gdy LA+ B



Twierdzenie (o ekstensjonalnosci)

Niech I bedzie zbiorem zdan oraz niech A bedzie dowolng formufa
Jjezyka L. Niech A* powstaje z A przez zastapienie pewnych
wystapien jej podformuty D formuta D'. Wéwczas jezeli
=D« D, tol A« A*.



Lemat
Zatézmy, ze [ jest zbiorem zdan. Woéwczas, dla dowolnych A i B,
jezeliTHA«— B, tol - VxA < VxB.



Dowdd.
Zatézmy, ze [ = A — B. Wobwczas:

[ Vx(A — B).

Stad
I VxA — VxB.

Analogicznie dowodzimy, ze ' = B — A pociaga
I VYxB — VxA.



Przechodzimy do dowodu twierdzenia o ekstensjonalnosci.



Dowdéd.

Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem budowy formuty,
ograniczymy sie przy tym do jednego przypadku, pozostate
zostawiajac jako ¢wiczenie. Zatézmy, ze A = VxB. Wobec
zatozenia indukcyjnego:

D~ D'+ B« B*.
Stad, na mocy lematu:

D « D' VxB « VxB*

czyli
D« D' A« A,



Méwimy, ze zbiér formut I jest spetnialny, gdy istnieje model 907 i
wartosciowanie « : V — M takie, ze M |= Aa] dla kazdej formuty
AcT.



Mowimy, ze zbiér zdan I jest spetnialny, gdy dla pewnego modelu
M zachodzi M= Adla AeT.



Twierdzenie (o istnieniu modelu)

Kazdy niesprzeczny zbiér formut jest spetnialny. W szczegélnosci,
kazdy niesprzeczny zbiér zdarn ma model.

Dowdd tego twierdzenia pomijamy.



Whiosek (twierdzenie o petnosci)

Dla dowolnego zbioru zdan ¥ i dowolnego zdania A:

SFAS Y EA



