Definicja:

Niech X bedzie zbiorem niepustym.

Zbiér ten bedziemy nazywaé alfabetem.

Skonczony ciag elementéw alfabetu X bedziemy nazywaé stowem
a liczbe elementéw tego ciagu nazywamy dfugoscia stowa.



Na zbiorze wszystkich stéw w alfabecie X definiujemy operacje
mnozenia stéw, ktéra polega na dopisywaniu do pierwszego stowa
drugiego stowa.

Niech * bedzie znakiem tej operacji binarnej.

Wtedy mamy, na przyktad,

X % YY = XYY, XY * XXXYYXY = XYXXXYYXY.



Jest rzecza oczywista, ze operacja * w zbiorze stéw jest faczna
oraz dla kazdego stowa w w alfabecie X mamy

lxw=w=wxl.

A wiec zbidr wszystkich stéw w alfabecie X z operacja * jest
monoidem.

Monoid ten oznaczamy symbolem X* i nazywamy monoidem
wolnym z alfabetem X.



Definicja:

Jezykiem formalnym L nad alfabetem ¥ nazywamy podzbiér
monoidu wolnego ¥*, a wiec pewien zbidr stéw tego alfabetu.
Zarébwno w matematyce jak i w komputerologii stowo “formalny”
bywa zwykle pomijane i méwimy zwyczajnie o jezykach.



Definicja:

Niech X bedzie dowolnym alfabetem i niech L bedzie ustalonym
jezykiem nad tym alfabetem.

Regufa wnioskowania nazywamy relacje r C 2L x L taka, ze
istnieje pewna liczba naturlna n € N, ze o ile |[1| = n, to

(M, A) € r. Zbiér N zwiemy zbiorem przestanek, a A wnioskiem
reguty r.

Zamiast (I, A) € r piszemy na ogdl %r.

Jesli zbidr I jest skonczony, powiedzmy M = {71,..., 7k}, to

H {7157k} H Ty s Tk
zamiast == r piszemy po prostu —3=<r.



Regute bez przestanek nazywaé bedziemy aksjomatem.

Dla uproszczenia bedziemy wiec mysle¢ o aksjomatach jak o
pewnym zbiorze formut jezyka L.

Systemem dedukcyjnym (lub aksjomatycznym) nazywaé
bedziemy dowolny zbiér regut wnioskowania.

Dla poprawienia czytelnosci na ogét bedziemy zapisywaé system
dedukcyjny S jako pare (AX, R), gdzie AX jest pewnym zbiorem
aksjomatéw, a R pewnym zbiorem regut wnioskowania, ktére nie
sg aksjomatami.



Ustalmy system dedukcyjny S.
Dowodem formuty A w systemie S na gruncie zbioru formut I’
nazywamy skonczony cigg formut Ay, ..., A, taki, ze

1. A, = A,
2. dla dowolnego 1 < i < n albo

Aie AXUT

albo istnieja i1,...,ik < ioraz r € R takie, ze

Aio A

ik
r.
A;



Formute A nazywamy dowodliwg w S na gruncie I', gdy istnieje
dowdéd A w S na gruncie I'.
Piszemy wtedy

I+ A.

Gdy I = () to méwimy, ze A jest tezg systemu S.
Piszemy wtedy
o A.

Na ogét, o ile bedzie jasne, z jakim systemem dedukcyjnym
pracujemy, bedziemy po prostu pisa¢ - zamiast .



Méwimy, ze zbiér formut I jest niesprzeczny, gdy istnieje formuta
A taka, ze [ ¥ A.

W przeciwnym wypadku méwimy, ze [ jest sprzeczny.

Méwimy, ze system S jest sprzeczny, gdy - A dla kazdej formuty
A.



Definicja:

Alfabet jezyka logiki zdan sktada sie z nieskofczonego (najczesciej
zaktadamy: przeliczalnego) zbioru P, o ktérym myslimy jak o
zbiorze zmiennych zdaniowych i skonczonego zbioru symboli, o
ktérych myslimy jak o spéjnikach zdaniowych:

» — — jednoargumentowy, negacja;

» A — dwuargumentowy, koniunkcja;

» V — dwuargumentowy, alternatywa;

» — — dwuargumentowy, implikacja.

Dodatkowo “dorzucamy” tez do naszego alfabetu nawiasy (i ).



Jezyk logiki zdan L definiujemy teraz jako najmniejszy podzbiér
monoidu L* spetniajacy warunki:

1. PCL;

2. jesli A, B € L, to do L naleza réwniez nastepujace formuty:

-A, AAB, AVB, A— B.



Niech A, B, C, ... oznaczaja formuty. Przyjmujemy nastepujace
aksjomaty:

1.
2.

10.
11.

© N O w

A — (B — A) (prawo poprzedzania),

(A— (B — C)) = (A— B) — (A— C)) (sylogizm
Fregego),

ANB — A,

AANB — B,

(A—>B)—>((A—> C)—>(A—>(B/\C))),

A— AV B,

B— AV B,
(B—>A)—>((C—>A)—>(B\/C—>A)),

—A — (A — B) (prawo Dunsa Szkota),

(A — —A) — —A (prawo redukcji do absurdu),
——A — A (mocne prawo podwdjnego przeczenia);

oraz nastepujaca regute, zwana reguta odrywania:

A— B,A
—N.
B 0



Lemat:

FA— A



Twierdzenie o dedukcji [Herbrand, 1930]

Niech ' C L, A, B € L. Wéwczas

A — B wtedy i tylko wtedy, gdy LA+ B



Regute r nazywamy wyprowadzalng w S, gdy dla dowolnych I, A
LN
jezeli a crtollkgs A

Jest jasne, ze stosowanie regut wyprowadzalnych nie zmienia zbioru
tez systemu.



Przyktady:

(1) Reguta sylogizmu hipotetycznego:

A—B,B—C
A— C

jest wyprowadzalna w KRZ.



(2) Reguta wewnetrznego odrywania:

A—(B— (C),B

A— C

jest wyprowadzalna w KRZ.



Lemat:

AN B wtedy i tylko wtedy, gdy ' = Aoraz I - B.



Whiosek:

Reguta mnozenia:
A B

AAB
jest wyprowadzalna w KRZ.



Lemat:

Zbidr I jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy ' = AA —A dla
pewnej formuty A (czyli, wobec poprzedniego lematu, gdy I - A
oraz I F —A).



Lemat:

AA BFE C wtedy i tylko wtedy, gdy I, A, B+ C.



Whiosek:

FU{AA B} jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy ' U {A, B} jest
sprzeczny.



Lemat:

AV BF C wtedy i tylko wtedy, gdy LA C oraz I, B+ C.



Whiosek:

U {AV B} jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy I' U {A} oraz
U {A} s3 sprzeczne.



Lemat:

I —A wtedy i tylko wtedy, gdy ' U {A} jest sprzeczny.



Lemat:

I+ A wtedy i tylko wtedy, gdy ' U {—A} jest sprzeczny.



Lemat:

1. F A+ ——A (prawo podwdjnego przeczenia),
2. F(A— B) < (=B — —A) (prawo kontrapozycji)



Dowdéd:
(1) Oczywiscie - =—=A — A.
Na mocy reguty mnozenia wystarczy pokazaé, ze

A= A,

Zauwazmy jednak, ze {A, ~A} jest sprzeczny; zatem A F ——A,
czyli z twierdzenia o dedukgcji

FA— —-A.



(2) Zauwazmy, ze {A — B, B, A} jest sprzeczny.
Czyli A— B,-BF —A.
Stad stosujac dwukrotnie twierdzenie o dedukcji

F(A— B) — (=B — —A).

Ponadto {—B — —A, A, =B} jest sprzeczny.
Zatem
~B — —A,AF =B,

Stad na mocy (11)

oraz =B — —A, A+ B, czyli - (=B — =A) — (A — B).



Twierdzenie o ekstensjonalnosci:

Niech A* bedzie formuty, ktéra powstaje z formuty A przez
zastapienie pewnych wystapier formuty D formuty D’. Przy tych
oznaczeniach reguta ekstensjonalnosci:

D« D'
A — A*

jest wyprowadzalna w KRZ.



Dowdd:

Nalezy pokazaé, ze
D« D' A« A,

Jezeli na A nie wykonamy zadnych zastapien, to A* jest identyczna
z A, tym bardziej - A — A*.

Jezeli A= D, to oczywiécie A* = D', czyli D «+ D'+ A «— A*.

W pozostatych przypadkach dowdd prowadzimy metoda indukcji ze
wzgledu na budowe formuty.

Zatézmy, ze A jest zmienna.

Woéwczas zachodzi jeden z powyzszych przypadkéw.



Zatézmy, ze A = —B.
Zatozenie indukcyjne:

D« D'+ B« B*.
Stad na mocy prawa kontrapozycji

D« D'+ =B « =B*.
—~— ~—
A A*



Zatézmy, ze A= B — C.
Zatozenie indukcyjne:

D« DFB« B, D<DFC C".

Zauwazmy, ze D < D', B — C, B* I C*.
Stad D — D' - (B — C) — (B* — C*).
Podobnie D < D'+ (B* — C*) — (B — ().
Zatem D «— D' A « A*.



Zatézmy, ze A= B A C.
Zatozenie indukcyjne:

D—DFB«B*" D<DFCC.
Zauwazmy, ze:
D« D',B\F B*, zatem D < D', B, C - B,
D« D ,CFC* zatem D« D' ,B,CF C*.

Stad
D« D, B,CFB"ACH

D« D,BACFB*AC

czyli
D« D' (BAC)— (B*ACY).

Podobnie pokazujemy
D« D' (B*AC*)— (BAC),

a zatem
D« D'+ A* & A.



Przypadek A = B Vv C zostawiamy jako ¢wiczenie.



Lemat:

Tezami KRZ sa:

1. AVB < BVA,
ANB < BAA,
(AN -B) « —(AV B),
—(AAB) < (-AV —-B),
-(AA-A),
AV —A,
(A— B) < (-AV B),
AN(BV C)— (AANB)V(AACQ),
AV(BANC)— (AVB)A(AV Q).

© 0N OO0 wN



Semantyka klasycznego
rachunku zdan.



Niech L bedzie jezykiem logiki zdan. Na zbiorze L definiujemy
nastepujace operacje:

> Neg(A) = —A,

» Alt(A,B) = AV B,

» Kon(A,B)=AAB,

» Imp(A,B) =A— B.
Algebre L = (L, Neg, Alt, Kon, Imp) nazywamy algebra jezyka
logiki zdan. Jest to algebra o typie 7. = (1,2,2,2). Algebra L jest
algebra absolutnie wolng ze zbiorem zmiennych zdaniowych P jako
zbiorem wolnych generatoréw.



Matryca (tukasiewicz, Tarski, 1930) dla jezyka logiki zdaniowe;j
nazywamy pare
M = (M, M),

gdzie M jest algebra podobna do algebry jezyka logiki zdan, za$
zbiér () # M* C M nazywamy zbiorem elementéw wyréznionych
matrycy (zaktadamy czesto, ze M* jest jednoelementowy).
Piszemy tez

M= (M,M* F. Fnr, Fy,F_).



Niech M bedzie pewna matryca dla jezyka logiki zdan.
Wartos$ciowaniem w M nazywamy dowolne odwzorowanie

@ : P — M. Kazde takie odwzorowanie przedtuza sie jednoznacznie
do homomorfizmu algebry L w algebre M. Homomorfizm ten
bedziemy réwniez oznaczal przez ¢.



Niech A bedzie dowolng formuta jezyka zdan i niech M bedzie
matryca. Ustalmy wartosciowanie ¢ : P — M. Méwimy, ze ¢
spetnia A w M, gdy p(A) € M*. Formute A nazwiemy
tautologig matrycy M, gdy A jest spetniona w M przy kazdym
wartosciowaniu (méwimy wtedy tez, ze A jest prawdziwe w M).
Zbidr wszystkich tautologii matrycy M nazywamy zawartoscig tej
matrycy i oznaczamy przez E(M).

Méwimy, ze A wynika logicznie z B w matrycy M, jezeli dla
kazdego wartosciowania ¢ : P — M

jezeli p(A) € M*, to ¢(B) € M*.

Méwimy, ze A i B s3 logicznie réwnowazne w matrycy M, gdy
dla kazdego wartosciowania ¢ : P — M

©(A) = ¢(B).



Przykfady: (1) Niech My = ({0,1}, {1}, F-, FA, Fy, F—.), gdzie
» F(x)=1—-xwZ,
> Fa(x,y) =min{x,y} w Z,
> Fu(x,y) = max{x,y} wZ,
> Fo(x,y)=min{l,1—x+y} wZ.
M3 nazywamy matryca klasycznej (dwuwarto$ciowej) logiki zdan.
Funkcje F. spetniaja funkcje przyblizenia jezyka naturalnego.
Algebre matrycy My mozemy utozsamic z Bs.



(2) Niech Niech M3 = ({0, 3,1}, {1}, F~, Fa, Fy, F_.), z funkcjami
F-, Fa, Fy, F_. zdefiniowanymi tak, jak przed chwila. M3
nazywamy matryca tréjwartosciowej logiki zdan tukasiewicza.



(3) Niech M1 = (7(R),{R}, G-, Gp, Gy, G_,), gdzie T(R)
oznacza rodzine wszystkich zbioréw otwartych oraz

> G.(X) = Int(R\ X),
> GA(X,Y)=XNnY,
» Gy(X,Y)=XUY,
> G (X, Y)=Int(R\ XUY).
Mt nazywamy matryca topologicznej logiki Tarskiego.



Lemat
Zachodza nastepujace tautologie:

L. p—(pVq)€ E(Mz)NE(M;3)NE(MT),

. pV-p€EMy)\ E(M3)\ E(M7),

(pV—p) = q€ E(M2)NE(Mr)\ E(Ms3),

(=(pAq) = (—pV —q)) € E(M2) N E(M3) \ E(M7T),
(p— q) # E(M2) U E(M3) U E(M7).

AW



Dowdéd: Udowodnimy, dla przyktadu, czesé (1) lematu. Zgodnie z
podanymi wczeéniej definicjami, tabelki wartosci funkgji
F., Fn, Fy, F—. w matrycy My przedstawiaja sie nastepujaco:

FA\O\l Fv\o\l FH\O\l
L‘%‘%, 0 |0l0, O 10|11 oraz O 1/1.
101 1|11 1 |01




Wobec tego

plalpvg|lp—(pVa)
11 1 1
10| 1 1
o1 1 1
olo| o 1

i tym samym p — (pV q) jest tautologiag matrycy Mo.
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1

2

1

1

2

Podobnie, tabelki wartosci funkcji F-, Fa, Fv, F—. w matrycy M3

wygladaja tak:

oraz

I o

— 1O\ N —

O N

O HlaN—

Fv |0

A R e B e B ]

O HIN—

N — N
O =N

O [ —HNO
o O o

F— O —HIN—
O —HIN

Fal0]

o

1
2

i

Fo]o]s |1



Zatem

L IR e R e B o R e R e B e R i |

o o H AN A NO

— =HNO — HNO —H HINO

pla|lpvag|p—(pVq)

— AN O O

i p— (pV q) jest tautologia matrycy Ms.



Na koniec sprawdzamy, ze dla zbioréw otwartych X, Y C R:
Int(R\ X)uXUY)=Int(R) =R,

a wiec p — (p V q) jest tautologia matrycy M.



Lemat

Niech A(p1, ..., pn) bedzie formuta jezyka logiki zdar i M niech
bedzie matryca dla tego jezyka. Niech ponadto ¢, beda
dowolnymi wartosciowaniami takimi, ze

¢(pi) =P(pi) dlal <i<n.
Woéwczas ¢(A) = 1(A).

Dowdéd.

Dowdéd prowadzimy przez indukcje wzgledem budowy A. Jesli
A = pj, to ¢(A) = ¥(A) z zatozenia.

Jedli A= —=B, to mamy

P(A) = ¢(=B) = Freg(¢(B)) = F~(1(B)) = ¢(=B) = ¥(A).

Przypadki gdy A=BV(C,A=BACorazA=B — C
pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenia.



Dowolng funkcje 7 : {0,1}" — {0, 1} nazywamy funkcja
booleowska.

Kazda formuta jezyka logiki zdan wyznacza pewna funkcje
booleowska f4 taka, ze dla dowolnego ¢ : P — {0,1}:

P(A) = fa(o(p1), - - -, ¢(Pm));

oile A=A(p1,..-,Pm)-
Okazuje sie, ze twierdzenie odwrotne tez jest prawdziwe.



Twierdzenie

Kazda funkcja booleowska jest wyznaczona przez pewng formufte
Jjezyka logiki zdan, przy czym w formule tej wystepuja tylko
spojniki =, V, A.



Dowéd: Niech f(ps,. ..

Rozwazmy nastepujaca tablice:

%o
$1

o

Pon_1

pr p2 ... Pn

o 0 ... 0 f(0,
0 0 ... 1 £
eg e ... e, f(e,
1 1 1 f(1,

, Pk) bedzie dowolna funkcja booleowska.

...,0)
1)

. y€n)

:..,1)



W powyzszej tabelce mamy ¢o(p;) = 0. Zdefiniujmy 2" formut
Co, - .., Con_1 w nastepujacy sposdb:

gdzie
. K _ {Ph jesli ou(pi) = 1,
" e jesli i(pi) = 0.
Zauwazmy, ze
ok(Ch) =1
oraz
6i(Gj) =0, jesli i # .

Definiujemy

A(pr,- - pn) = \/{Cr : F(x(pr)s- - bu(pn)) = 1}.



Pokazemy, ze A(p1,...,pn) generuje f. Jesli
f(ok(p1)s---,dk(pn)) =1, to Cx wystepuje w A i mamy wtedy

ok(Ck) = 1.

Zatem ¢y (A) = 1. Jesli f(opk(p1),---,ok(pn)) =0, to Cy nie
wystepuje w A i mamy wtedy

¢k(A) = 0.



Formuta A jest w alternatywnej postaci normalnej, gdy A jest
postaci
Byv...V By,

gdzie kazda z formut B; jest koniunkcjg zmiennych zdaniowych lub
negacji zmiennych zdaniowych.

Whiosek
Dowolna formuta jest logicznie réwnowazna pewnej formule A* w
alternatywnej postaci normalnej.

Whiosek
Dowolna funkcje booleowska mozna wygenerowac za pomoca
formut zawierajacych tylko spéjniki

1.V,

2. A,

3. —, .



Dowdéd.

Wystarczy zauwazy¢, ze:
1. pAg=-(-pVq),
2. pVg=-(-pA#q),
3. pVg=-p—q.



Zbiér formut X jest spetnialny, gdy istnieje wartosSciowanie ¢
takie, ze dla kazdego A € ¥ mamy ¢(A) = 1. Méwimy, ze ¥ jest
skonczenie spetnialny, gdy kazdy skonczony podzbidr zbioru
jest spetnialny.

Twierdzenie (o zwartosci)

Zbior formut L jest spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ jest
skonczenie spetnialny.



Dowdd: Oczywiscie wystarczy pokazad, ze jesli zbior jest
skonczenie spetnialny, to jest tez spetnialny. Zatézmy wiec, ze *
Jjest skonczenie spetnialny. Niech V' bedzie zbiorem wszystkich
zmiennych wystepujacych w formutach zbioru ¥. Rozwazmy
{0,1}Y jako produkt przestrzeni dyskretnych {0,1}. Wobec
twierdzenia Tichonowa {0,1}" jest przestrzenia zwarta. Zbiory

Bpi = {0 € {0,1}" : ¢(p) = i}

stanowia podbaze przestrzeni {0,1}". Ponadto B, sa
domknigto-otwarte, bo {0,1}Y' \ By = B, 1.



Dla dowolnej formuty A € ¥ niech

D(A) ={p € {0,1}" : ¢(A) = 1}.

Z zatozenia wiemy, ze kazdy skonczony podzbidr > zbioru X jest
spetnialny. Zatem

ﬂ{D(A) : A€ X} # 0 dla skoiczonego podzbioru ¥y C X.

Zbiory D(A) sa zbiorami domknigto-otwartymi (jako skoriczone
sumy skonczonych przekrojéw zbioréw podbazowych). Zatem

({D(A): Ac X} #10),

a zatem X jest spetnialny.



Stwierdzenie

Wszystkie aksjomaty KRZ sa tautologiami w matrycy Ms. Reguta
odrywania jest reguta niezawodna w Mo, czyli kazda teza systemu
klasycznego rachunku zdan jest tautologia matrycy M.



Dowdd.
Sprawdzimy, dla przyktadu, aksjomat (1):

A|B|B—A|A—(B—A)

1 1

O = O

1
1 1 1
0 0 1
0 1 1



Niech L bedzie jezykiem KRZ. rozwazmy relacje ~C L2

A ~ B wtedy i tylko wtedy gdy - A < B.

Stwierdzenie
Relacja ~ jest réwnowaznoscig

Dowdd.
Wobec rezultatéw udowodnionych na ostatnim wykfadzie:
» zwrotno$¢ zachodzi, poniewaz mamy - A < A wobec Lematu
1,
» symetria zachodzi, poniewaz mamy - A < B wtedy i tylko
wtedy, gdy - B «+ A wobec definicji,
» przechodnio$¢ zachodzi, poniewaz mamy, ze jesliF A «— B

oraz B« C, to - A < C wobec twierdzenia o
ekstensjonalnosci.



Oznaczmy przez L™ zbiédr klas abstrakgji relacji ~. Klasy abstrakgeji
oznacza¢ bedziemy po prostu przez [A]. W zbiorze L™ definiujemy
relacje

[A] < [B] wtedy i tylko wtedy gdy - A — B.

Wobec twierdzenia o ekstensjonalnosci, relacja powyzsza jest
dobrze okredlona. Pokazemy jednak co$ znacznie silniejszego.



Twierdzenie
(L™, <) jest dystrybutywna krata komplementarna.



Dowdd: Sprawdzenie, ze < jest relacja porzadku, pozostawiamy
czytelnikowi jako proste ¢wiczenie.
Pokazemy, ze [A] N [B] = [A A B]. Istotnie, mamy:

FAAB — A,

FAAB — B.

Zatem [A A B] < [A] oraz [AA B] < [B]. Niech [C] < [A] oraz
[C] < [B]. Wtedy - C — A oraz - C — B. Ponadto

F(C—A) —((C—B)—(C—AAB)).

Stad - C — AA B, co oznacza [C] < [AA B.



Pokazemy, ze [A]U[B] = [AV BJ. Istotnie, mamy:
A AV B,

FB— AVB.

Zatem [A] < [AV B] oraz [B] < [AV BJ. Niech teraz [A] < [C]
oraz [B] < [C]. Wtedy - A — C oraz + B — C. Ponadto:

FA—-C)—(B—C)—(AvB— Q).

Stad F AV B — C, co oznacza [AV B] < [C].
Dystrybutywno$¢ wynika wprost z udowodnionych ostatnio tez:

AN(BVC)— (AANB)V(ANAC),

oraz
AV (BAC) < (AVB)A(AVC).



Pokazemy, ze 1 = [A] wtedy i tyko wtedy, gdy - A. Istotnie,
zatézmy, ze 1 = [A]. Wtedy dla dowolnej formuty B mamy

F B — A, w szczegdlnosci dla dowolnej tezy. Stosujac regute
odrywania otrzymujemy, ze = A. Na odwrét, zatézmy, ze F A.
Niech B bedzie dowolna formuta. Mamy woéwczas

FA— (B—A).

Stad - B — A, czyli [B] < [A], a zatem [A] = 1.

Pokazemy, ze 0 = [A] wtedy i tylko wtedy, gdy F —A. Istotnie,
zatézmy, ze 0 = [A]. Wtedy dla dowolnej formuty B mamy

F A — B, w szczegélnosci dla B = =A mamy - A — —A. Ponadto:

F(A— —A) — —A.

Stosujac regute odrywania otrzymujemy, ze - —A. Na odwrét,
zatézmy, ze - —A. Niech B bedzie dowolng formuts. Mamy

wowczas
F-A— (A— B).

Stad - A — B, czyli [A] < [B], a zatem [A] = 0.



Na koniec pokazemy, ze —[A] = [-A]. Istotnie, mamy
[AJU[-Al = [AV -A] = 1,

[A] N [~A] = [A A —A] = 0.



Algebre (L™, <) nazywamy algebra Lindenbauma KRZ. Dziatania
w (L™, <) okreslone s3 nastepujaco:

» [A]N[B] =[ANAB],

» [AJU[B]=[AV B],

> —[A] = [-A],
> 1=[pV-p]
> 0=[pA-p].

W dalszym ciggu rozwazaé bedziemy algebre Boole'a jako podobna
do algebry jezyka KRZ, czyli algebre postaci

(B7 ) U7 ma :)7

gdzie
X=y=—xUy.

W szczegdlnosci zauwazmy, iz w algebrze Lindenbauma:

[Al = [B] = —[A]U[B] = [<AV B] = [A — B].



Twierdzenie (o zgodnosci)
Kazda teza KRZ jest tautologia matrycy M.

Dowdéd.

ZauwazyliSmy juz, ze kazdy aksjomat jest tautologia i ze zbidr
tautologii jest domkniety na regute odrywania. Dowdd
przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na dtugs¢ tezy. Niech

F Ainiech Aj,...,A; = A bedzie dowodem A. Jesli / =1, to

A1 = A jest aksjomatem, a wiec tautologia. Zatézmy, ze i > 1 i ze
dla j < i Aj s3 tautologiami. A zatem A; jest aksjomatem, a wigc
tautologia, albo dla pewnych j, k < i mamy

Ac=Ai = Ai,. Aiy o A= Al AL

Z zatozenia indukcyjnego A; oraz A; — A; s3 tautologiami, a
zatem A; jest tautologia. O



Twierdzenie (o petnosci)
Kazda tautologia My jest tezg KRZ.

Dowdd twierdzenia poprzedzimy lematem. Oznaczmy przez AL
algebre Lindenbauma KRZ.

Lemat
Niech ¢ bedzie homomorfizmem AL w B,. Niech ¢ : P — {0, 1}
bedzie wartosciowaniem takim, ze

¥(p) = ¢([p]) dla p € P.

Woéwczas
P(A) = ¢([A]) dla dowolnej formuty A.

Wartosciowanie takie jak w lemacie nazywaé bedziemy
indukowanym przez ¢.



Dowdéd.

Dowéd prowadzimy przez indukcje wzgledem budowy formuty A.
Zauwazmy na wstepie, ze v przedtuza sie jednoznacznie do
homomorfizmu algebry jezyka KRZ w Bs.

Zatézmy, ze A jest zmienng, A = p — wdwczas twierdzenie jest
prawdziwe w mys| zatozenia.

Zatézmy, ze A = —~B. Wébwczas:

P(A) = $(=B) = =(B) = —=¢([B]) = ¢(—[B]) = o([~B]) = #([A]).

Przypadki, gdy A=BAC,A=BV CorazA=B — C
pozostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie. L]



Przechodzimy teraz do dowodu twierdzenia o petnosci.

Dowdéd.

Zatézmy, ze ¥ A.

Pokazemy, ze A ¢ E(M>).

Istotonie, skoro ¥ A, to w AL mamy, ze [A] # 1.

Zatem —[A] # 0, czyli [-A] # 0.

Wobec twierdzenia o istnieniu ultrafiltru istnieje ultrafiltr F algebry
AL zawierajacy [-A]. W szczegdlnosci AL/F = B».

Niech i bedzie wartosciowaniem indukowanym przez kanoniczny
homomorfizm x : AL — AL/F.

Woéwczas

P(=A) = w([-A]) = 1,
a zatem ¥ (A) =0, czyli A ¢ E(Mo). O



Whiosek
KRZ jest rozstrzygalny w intuicyjnym sensie, tzn. istnieje
efektywna procedura dajaca odpowiedz, czy = A czy ¥ A.



Twierdzenie (Malcev)

Niech ¥ bedzie dowolnym zbiorem formut jezyka KRZ. Wéwczas *
jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ jest spetnialny.



Dowdd: (<) Zatézmy, ze ¥ jest sprzeczne. Zatem pewien jego
skoficzony podzbiér ¥’ jest sprzeczny. Mamy

YEAAA

dla pewnej formuty A. Niech B = A{C : C € X'}. Na mocy
twierdzenia o dedukcji:

- B — (AN —A).
Z twierdzenia o zgodnosci
B — (AN-A) € E(Mb»),
czyli dla kazdego wartosciowania ¢ : P — {0,1} mamy
#(B — (AN —A)) = 1.
Ale zawsze mamy réwniez
?(AN-A)=0.

Stad ¢(B) = 0 dla kazdego wartosciowania phi, czyli ¥’ jest
niespetnialny, a wiec i X jest niespetnialny.



(=) Zatdézmy, ze ¥ jest niespetnialny. Z twierdzenia o zwartosci,
pewien skornczony podzbiér X’ zbioru X jest niespetnialny. Niech

B=N\{C:Cex}.

Stad ¢(B) = 0 dla kazdego wartosciowania phi, wiec B jest
kontrtautologia. A zatem =B € E(M3). Stad, na mocy
twierdzenia o petnosci, - =B. Ale

YFCdlaCeY

wiec w szczegdlnosci
Y+ B.

Zatem Y+ B A =B, czyli ¥’ jest sprzeczny, a wiec i L jest
sprzeczny.



