Definicja:

Niepusty podzbiér F uniwersum algebry Boole'a B nazywamy
filtrem, gdy

1. Vx,y €e F(xNy € F),

2. Vx e FVy e B(x <y =F).



Twierdzenie:

Niech F bedzie filtrem maksymalnym algebry Boole'a B. Wéwczas
nastepujace warunki s rébwnowazne:

1. F jest maksymalny,

2. F jest pierwszy,

3. dla dowolnego a € B albo a € F, albo —a € F,
4. B/F = By.



Definicja:

Dowolny filtr wtasciwy spetniajacy jeden z powyzszych
rownowaznych warunkéw nazywamy ultrafiltrem.



Interesowaé nas beda gtdéwnie ultrafiltry w algebrach potegowych.

Niech | # 0.
Méwimy, ze F jest filtrem nad zbiorem /, gdy F jest filtrem w

algebrze potegowej (2/, C).
Worost z definicji filtrem gtéwnym w algebrze potegowej bedzie

Fa={X:AcC X}



Uwaga:

Niech F bedzie filtrem gtéwnym nad /. Wéwczas F jest
ultrafiltrem wtedy i tylko wtedy, gdy F jest generowany przez zbiér
jednoelementowy.



Dowadd:

(=)

Niech X generuje F i przypus¢my, ze x,y € X dla x # y.
Rozwazmy {x}.

Poniewaz F jest ultrafiltrem, wiec:

{x} € Falbo —{x} € F.

W pierwszym przypadku {x} N X € F, czyli {x} € F, co daje
sprzeczno$¢.

W drugim przypadku sprzeczno$¢ otrzymujemy wobec faktu, ze
X\ {x} €F.



(=)
Zatézmy, ze F={Y Cl:{a} CY}={Y:aec Y}
Wezmy dowolny Z C I.
Mamy:
a€Zluba¢ Z, czyliac —Z.

W pierwszym przypadku Z € F, a w drugim —Z € F.
Wobec tego F jest ultrafiltrem.



Uwaga:

Jesdli F jest ultrafiltrem niegtéwnym nad /, to do F nie nalezy
zaden zbidr skonczony.



Dowdd:

Zatézmy, ze F jest filtrem niegtéwnym w pewnej algebrze
potegowej nad [ i przypuéémy, ze pewien zbidr skonczony nalezy
do F.

Niech K bedzie takim zbiorem o minimalnej liczbie elementdw.
Przypusémy ponadto, ze dla x # y mamy x,y € K.

Woéwczas

{x} ¢ F,
poniewaz K byt minimalnym zbiorem skonczonym nalezagcym do F
oraz

—{x} ¢ F,
poniewaz w przeciwnym razie —{x} N K € F, co daje sprzeczno$¢
z minimalnoscia K.
Oznacza to, ze F nie mégtby by¢ ultrafiltrem.



Uwaga:

W dowolnej nieskonczonej algebrze potegowej istnieja ultrafiltry
niegtéwne.



Dowdd:

Niech | bedzie zbiorem nieskonczonym.
Rozwazmy

F ={X C I : X jest zbiorem koskoriczonym}.

Z tatwoscig sprawdzamy, ze F jest filtem.

F jest filtrem wtasciwym, bo ) ¢ F.

F mozemy rozszerzy¢ do ultrafiltru.

Z kolei fatwo sprawdzamy, ze kazdy ultrafiltr rozszerzajacy F jest
niegtéowny.



Monoidy wolne.



Definicja:

Niech X bedzie zbiorem niepustym.

Zbiér ten bedziemy nazywaé alfabetem.

Skonczony ciag elementéw alfabetu X bedziemy nazywaé stowem
a liczbe elementéw tego ciagu nazywamy dfugoscia stowa.



Na przyktad, jedli x,y € X, to x, yy, xy, xxxyyxy sa sfowami o
dtugosciach 1, 2, 2, 7.

Pusty ciag jest takze dopuszczalny i bedziemy go oznaczaé
symbolem 1.



Na zbiorze wszystkich stéw w alfabecie X definiujemy operacje
mnozenia stéw, ktéra polega na dopisywaniu do pierwszego stowa
drugiego stowa.

Niech * bedzie znakiem tej operacji binarnej.

Wtedy mamy, na przyktad,

X % YY = XYY, XY * XXXYYXY = XYXXXYYXY.



Jest rzecza oczywista, ze operacja * w zbiorze stéw jest faczna
oraz dla kazdego stowa w w alfabecie X mamy

lxw=w=wxl.

A wiec zbidr wszystkich stéw w alfabecie X z operacja * jest
monoidem.

Monoid ten oznaczamy symbolem X* i nazywamy monoidem
wolnym z alfabetem X.



Zauwazmy, ze formalnie rzecz biorgc zbiér X nie jest podzbiorem
X*.

W dalszym ciaggu dla kazdego x € X bedziemy utozsamial stowo
jednoelementowe x (czyli ciag jednoelementowy) z elementem X, i
wobec tego bedziemy mogli uwazaé, ze X C X*.



Injekcja p : X <— X* ma nastepujaca wiasno$¢ uniwersalna.

Twierdzenie:

Niech X bedzie zbiorem niepustym. Dla dowolnego monoidu M i
dowolnego odwzorowania f : X — M istnieje doktadnie jeden
homomorfizm monoidéw h : X* — M taki, ze ho = f a wiec
taki, ze nastepujacy diagram jest przemienny:

X —E= x

N

M



Dowdéd:

Definiujemy h : X* — M ktadac h(1) = 1y, gdzie 1), jest jedynka
monoidu M, oraz h(x1xz ...xp) = f(x1) - f(x2) - ... f(x,) dla
dowolnego niepustego stowa x1 x> - - - x, w alfabecie X .

Tutaj, po prawej stronie réwnosci definiujacej odwzorowanie h,
kropki oznacza ja dziatanie w monoidzie M.

Jest rzecza oczywista, ze wtedy h(wy * wp) = h(wy) - h(ws) dla
dowolnych stéw wy, wy € X*.

A wiec h jest homomorfizmem monoidéw i ponadto, wobec
utozsamienia x € X ze stowem jednoelementowym x € X* mamy
p(x) = x, czyli ho pu(x) = h(x) = f(x) dla kazdego x € X .
DowiedliSmy wiec istnienia homomorfizmu h.



Z drugiej strony, jesli h: X* — M jest jakimkolwiek
homomorfizmem monoidéw spetnia jacym warunek ho = f, to
dla kazdego x € X mamy h(x) = ho u(x) = f(x) i dla kazdego
stowa x1x2 ... x, € X* mamy

h(xixa...xn) = h(x1*x2%...%x,)
= h(Xl) . h(Xg) e h(X,,)
= f(x1)-f(x2)...f(xn).

A wiec homomorfizm h jest jednoznacznie wyznaczony przez
warunek ho = f.



WHtasno$é uniwersalng mozna takze odczytaé w nastepujacy
sposéb: kazde odwzorowanie f zbioru X w dowolny monoid M
mozna przedtuzy¢ do homomorfizmu h monoidu wolnego X* w
monoid M.

Rzeczywiscie, dla kazdego x € X mamy h(x) = h(u(x)) = f(x).
Jezeli niepustemu zbiorowi X przyporzadkujemy monoid wolny X*,
to mozemy tez powiedzie¢, ze monoid X* powstaje z X przez
zastosowanie operacji gwiazdki Kleene’a.



Jezyki formalne.



Definicja:

Jezykiem formalnym L nad alfabetem ¥ nazywamy podzbiér
monoidu wolnego ¥*, a wiec pewien zbidr stéw tego alfabetu.
Zarébwno w matematyce jak i w komputerologii stowo “formalny”
bywa zwykle pomijane i méwimy zwyczajnie o jezykach.



W mysl powyzszej definicji formalny jezyk jest tylko zbiorem stéw i
niczym wiece;.

W praktyce istnieje wiele jezykdw, ktére moga by¢ skonstruowane
przez pewne zestawy zasad.

To, co intuicyjnie rozumiemy jako “jezyk” w praktyce blizsze jest
pojeciu formalnej gramatyki, ktérego nie bedziemy tu formalnie
definiowad.

Naciagajac nieco pojecie jezyka czesto méwiac o jezyku bedziemy
wiec mysleli o jezyku wyposazonym w pewng gramatyke formalna,
ktéra go opisuje.



Przyktady:

(1) L = X*, zbiér wszystkich stéw w danym alfabecie.

(2) L = {a}*, zbidr stéw do budowy ktérych uzyto tylko jednego
symbolu, a mianowicie “a".

(3) Zbidr syntaktycznie poprawnych programéw napisanych w
danym jezyku programowania.

(4) Zbidr programéw, po ktérych wykonaniu zatrzymuje sie dana
maszyna Turinga.



(5) Przyktad odrobine ambitniejszy: rozwazmy alfabet
Y ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,=} i podzbiér L* zdefiniowany
nastepujacymi zasadami:
» L zawiera wszystkie stowa, ktére nie zawieraja + lub =;
» L zawiera stowo 0;

» [ zawiera stowo zawierajace = wtedy i tylko wtedy, gdy
zawiera tylko jeden symbol =, ktéry rozdziele dwa stowa
nalezace do L;

» | zawiera stowo zawierajace + ale nie zawierajace = wtedy i
tylko wtedy, gdy + rozdziela dwa stowa nalezace do L;

» L nie zawiera zadnych stéw ponad te zdefiniowane powyzej.



Wobec powyzszych zasad, stowo 12345 + 5678 = 987654321 jest
stowem jezyka L, ale = 234 + + juz nie jest.

Jezyk ten, jak widzimy, opisuje liczby naturalne, poprawnie
zbudowane wyrazenia okreslajace dodawanie i poprawnie
zbudowane wyrazenia okre$lajace rownos$¢ dodawania.

Zwrdéémy tez uwage, ze jezyk ten opisuje tylko to, jak dane
wyrazenia wygladaja (a wiec ich syntaktyke), nie odwotuje sie
natomiast do ich znaczenia (a wigc semantyki).



W kontekscie tego, co bedziemy tu dalej robi¢, zamiast “stowo”
danego jezyka bedziemy na ogdt pisa¢ “formuta” danego jezyka.
Jest to pierwszy z dtugiej listy przyktadéw tego, jak w zaleznosci
od kontekstu i zastosowania w logice jedno pojecie ma 10 réznych
nazw...



Systemy dedukcyjne.



Definicja:

Niech X bedzie dowolnym alfabetem i niech L bedzie ustalonym
jezykiem nad tym alfabetem.

Regufa wnioskowania nazywamy relacje r C 2L x L taka, ze
istnieje pewna liczba naturlna n € N, ze o ile |[1| = n, to

(M, A) € r. Zbiér N zwiemy zbiorem przestanek, a A wnioskiem
reguty r.

Zamiast (I, A) € r piszemy na ogdl %r.

Jesli zbidr I jest skonczony, powiedzmy M = {71,..., 7k}, to

H {7157k} H Ty s Tk
zamiast == r piszemy po prostu —3=<r.



Regute bez przestanek nazywaé bedziemy aksjomatem.

Dla uproszczenia bedziemy wiec mysle¢ o aksjomatach jak o
pewnym zbiorze formut jezyka L.

Systemem dedukcyjnym (lub aksjomatycznym) nazywaé
bedziemy dowolny zbiér regut wnioskowania.

Dla poprawienia czytelnosci na ogét bedziemy zapisywaé system
dedukcyjny S jako pare (AX, R), gdzie AX jest pewnym zbiorem
aksjomatéw, a R pewnym zbiorem regut wnioskowania, ktére nie
sg aksjomatami.



Ustalmy system dedukcyjny S.
Dowodem formuty A w systemie S na gruncie zbioru formut I’
nazywamy skonczony cigg formut Ay, ..., A, taki, ze

1. A, = A,
2. dla dowolnego 1 < i < n albo

Aie AXUT

albo istnieja i1,...,ik < ioraz r € R takie, ze

Aio A

ik
r.
A;



Zauwazmy, ze alternatywnie mozemy mysle¢ o dowodzie formuty A
na gruncie formut I jak o drzewie skonczonym D, ktérego zbidr
weztéw Dy C L i ktére spetnia nastepujace dwa warunki:

1. kazdy lis¢ jest elementem zbioru AX UT,

2. jesli wezet B jest wnioskiem z reguty

Ai,... A
v ik,

to wéwczas |BT| = {Ai,..., A},

3. A jest korzeniem drzewa D.



Formute A nazywamy dowodliwg w S na gruncie I', gdy istnieje
dowdéd A w S na gruncie I'.
Piszemy wtedy

I+ A.

Gdy I = () to méwimy, ze A jest tezg systemu S.
Piszemy wtedy
o A.

Na ogét, o ile bedzie jasne, z jakim systemem dedukcyjnym
pracujemy, bedziemy po prostu pisa¢ - zamiast .



Méwimy, ze zbiér formut I jest niesprzeczny, gdy istnieje formuta
A taka, ze [ ¥ A.

W przeciwnym wypadku méwimy, ze [ jest sprzeczny.

Méwimy, ze system S jest sprzeczny, gdy - A dla kazdej formuty
A.



Lemat:

Niech S bedzie dowolnym systemem aksjomatycznym i niech
I A cCLoraz A€ L. Wbwczas:

1. jezeliTHAorazl[" DT, to '+ A;

2. T+ A wtedy i tylko wtedy, gdy [’ - A dla pewnego
skonhczonego " C T;

3. jezeli A+ B dla kazdego B €l oraz ' - A, to A - A.



Jezyk logiki zdan.



Definicja:

Alfabet jezyka logiki zdan sktada sie z nieskofczonego (najczesciej
zaktadamy: przeliczalnego) zbioru P, o ktérym myslimy jak o
zbiorze zmiennych zdaniowych i skonczonego zbioru symboli, o
ktérych myslimy jak o spéjnikach zdaniowych:

» — — jednoargumentowy, negacja;

» A — dwuargumentowy, koniunkcja;

» V — dwuargumentowy, alternatywa;

» — — dwuargumentowy, implikacja.

Dodatkowo “dorzucamy” tez do naszego alfabetu nawiasy (i ).



Jezyk logiki zdan L definiujemy teraz jako najmniejszy podzbiér
monoidu L* spetniajacy warunki:

1. PCL;

2. jesli A, B € L, to do L naleza réwniez nastepujace formuty:

-A, AAB, AVB, A— B.



Klasyczny rachunek zdan.



Niech A, B, C, ... oznaczaja formuty. Przyjmujemy nastepujace
aksjomaty:

1.
2.

10.
11.

© N O w

A — (B — A) (prawo poprzedzania),

(A— (B — C)) = (A— B) — (A— C)) (sylogizm
Fregego),

ANB — A,

AANB — B,

(A—>B)—>((A—> C)—>(A—>(B/\C))),

A— AV B,

B— AV B,
(B—>A)—>((C—>A)—>(B\/C—>A)),

—A — (A — B) (prawo Dunsa Szkota),

(A — —A) — —A (prawo redukcji do absurdu),
——A — A (mocne prawo podwdjnego przeczenia);

oraz nastepujaca regute, zwana reguta odrywania:

A— B,A
—N.
B 0



Zauwazmy, ze klasyczny rachunek zdan zdefiniowaliSmy za pomoca
nieskonczonej liczby aksjomatéw, ale skonczonej liczby schematéw.
Dla jezykowych purystow powinn$my wiec méwié o
metaaksjomatach.

Przyjmijmy tez nastepujacy skrét:

A« B=(A— B)A(B— A).

Zamiast pisa¢ “klasyczny rachunek zdan” bedziemy tez uzywaé
skrétu KRZ.



Lemat:

FA— A



Dowdéd:

(A= (A= A) = A) = (A— (A= A) = (A— A)) (2)
A— ((A—=)—A) (1)

(A— (A— A)) — (A — A) rp dla formut z powyzszych dwdch
linijek

A— (A=A (1)

A — A ry dla formut z powyzszych dwéch linijek.



Twierdzenie o dedukcji [Herbrand, 1930]

Niech ' C L, A, B € L. Wéwczas

A — B wtedy i tylko wtedy, gdy LA+ B



Dowdd:

(=) Zatézmy, ze T - A — B.

Niech (1, G, ..., C, = A — B bedzie dowodem A — B na gruncie
r.

Witedy, wobec reguty odrywania:

C1,GCo,...,Co=A— B,AB

jest dowodem B na gruncie I, A.



(<) Zatézmy, ze I, AF B.

Niech By, ..., B, = B bedzie odpowiednim dowodem.
Pokazemy, ze dla okredlonego 1 <i<nl+H A — B;.
Dowdd prowadzimy przez indukgje.



Niech i = 1. Jezeli B € AXUT, to:

FB — (A—> Bl) (].)

M- B

r-A— B n.

Jezeli By = A, to wobec lematu - A — A = B;.



Zatézmy, ze T A — Bj dla i < k.
Pokazemy, ze
- A— By.

Jezeli By € AX UT U{A}, to:
F Bk — (A — By) (1),

I+ By

FFA— B 1o



Jezeli istnieja takie j,/ < k, ze Bj = B — By (i By otrzymujemy
przez zastosowanie rg do B; i Bj), to wobec zatozenia indukcyjnego
mamy:

A= B, THA— (B — By
Stosujac (2) otrzymujemy

M+ (A—> (B/—> Bk)) — ((A—> B/) — (A—> Bk))

i stosujac dwukrotnie ry dostajemy I - A — Bj.



Regute r nazywamy wyprowadzalng w S, gdy dla dowolnych I, A
LN
jezeli a crtollkgs A

Jest jasne, ze stosowanie regut wyprowadzalnych nie zmienia zbioru
tez systemu.



Przyktady:

(1) Reguta sylogizmu hipotetycznego:

A—B,B—C
A— C

jest wyprowadzalna w KRZ.



Dowadd:

Nalezy pokazaé, ze
A—-BB—-CFHA—-C.
Wobec twierdzenia o dedukcji wystarczy pokazaé, ze
A—B B—CAEC

co jest oczywiste wobec dwukrotnego zastosowania ry.



(2) Reguta wewnetrznego odrywania:

A—(B— (C),B

A— C

jest wyprowadzalna w KRZ.



Dowadd:

Nalezy pokazaé, ze
A—(B—C),BrFA—C.
Wobec twierdzenia o dedukcji wystarczy pokazaé, ze
A—(B— C),B,AFC

co jest oczywiste wobec dwukrotnego zastosowania ry.



Lemat:

AN B wtedy i tylko wtedy, gdy ' = Aoraz I - B.



Dowéd:

(=) Zatézmy, ze [ = A A B i zauwazmy, ze:
HFAAB — A(3)

FAANB — B (4)

Wobec rp T+ Aoraz I - B.



(<) Zatdézmy, ze [ = A, T F B. Wéwczas:

= (A—>A) — ((A—> B) — (A—> (A/\B))) (5),
FA— A,

|—(A—>B)—>(A—>A/\B),

FB— (A— B) (1),

I+ B wobec zatozen,

' A — B z poprzednich dwdch linijek,

' A— (AA B) z linijki poprzedniej i trzeciej,
I+ A wobec zatozen,

= AA B z poprzednich dwdch linijek.



Whiosek:

Reguta mnozenia:
A B

AAB
jest wyprowadzalna w KRZ.



Dowéd:

A,BF AN B, co wynika z lematu dla ' = {A, B}.



Lemat:

Zbidr I jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy ' = AA —A dla
pewnej formuty A (czyli, wobec poprzedniego lematu, gdy I - A
oraz I F —A).



Dowod:

(=) oczywiste.
(<) Zatézmy, ze TA A —A dla pewnego A.
Wtedy ' = A oraz I - -A.
Ale wobec (9):
F-A— (A— B)

dla dowolnej formuty B.
Stad, stosujac dwukrotnie rg, I = B dla wszystkich B.
Czyli T jest sprzeczny.



Lemat:

AA BFE C wtedy i tylko wtedy, gdy I, A, B+ C.



Dowéd:

(=) Zatézmy, ze I, AN B+ C. Wystarczy pokazaé, ze
A, B+ AN B, co wynika z wyprowadzalnosci reguty mnozenia.
(<) Zatézmy, ze I, A, B+ C. Wystarczy pokazaé, ze

ANBFEF Aoraz ANBF B.

Wynika to z (3), (4) i twierdzenia o dedukgji.



Whiosek:

FU{AA B} jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy ' U {A, B} jest
sprzeczny.



Lemat:

AV BF C wtedy i tylko wtedy, gdy LA C oraz I, B+ C.



Dowadd:

(=) Zatézmy, ze LAV B+ C.

Zauwazmy, ze AF- AV B, wobec (6) i twierdzenia o dedukgji.
Stad I, A C.

Podobnie B+ AV B, wobec (7) i twierdzenia o dedukgji.
Stad I, B+ C.



(<) Zatézmy, ze A+ Coraz LB+ C.
Zatem, na mocy twierdzenia o dedukgji

N-A— Corazl'+-B— C.
Ponadto, wobec (8):
FA—-C)—(B—C)— (AVvB— ().
Stad T AV B — C, czyli z twierdzenia o dedukgji

rAVBL C.



Whiosek:

U {AV B} jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy I' U {A} oraz
U {A} s3 sprzeczne.



Lemat:

I —A wtedy i tylko wtedy, gdy ' U {A} jest sprzeczny.



Dowéd:

(=) Zatézmy, ze I - -A.

Wtedy ', A —A i ponadto ', A A, co oznacza, ze [ U {A} jest
sprzeczny.

(<) Zatézmy, ze ' U {A} jest sprzeczny.

W szczegdlnosci [, A+ —A.

Zauwazmy, ze teraz - (A — —A) — —A, wobec (10), oraz z
zatozenia i z twierdzenia o dedukcji - A — —A.

Stad I - —A.



Lemat:

I+ A wtedy i tylko wtedy, gdy ' U {—A} jest sprzeczny.



Dowdd:

(=) Zatbézmy, ze [ = A,

Mamy réwniez - A — (-A — B).

Istotnie, poniewaz A — (A — B) jest aksjomatem, mamy na
mocy twierdzenia o dedukcji =A, A+ B.

Stad znowu na mocy twierdzenia o dedukgji

HFA— (-A— B).

Zatem ' —-A — B, czyli I, -A B.
Wobec dowolnosci B oznacza to sprzecznosé zbioru ' U {—A}.



(<) Zatézmy, ze ' U {—A} jest sprzeczny.
W szczegdlno$ci mamy

M-AE ——A.

Ponadto wobec (10) - (=A — ——A) — =—A.
Zatem [+ ——A, skad wobec (11) i - =—=A — A otrzymujemy
M= A



Lemat:

1. F A+ ——A (prawo podwdjnego przeczenia),
2. F(A— B) < (=B — —A) (prawo kontrapozycji)



Dowdéd:
(1) Oczywiscie - =—=A — A.
Na mocy reguty mnozenia wystarczy pokazaé, ze

A= A,

Zauwazmy jednak, ze {A, ~A} jest sprzeczny; zatem A F ——A,
czyli z twierdzenia o dedukgcji

FA— —-A.



(2) Zauwazmy, ze {A — B, B, A} jest sprzeczny.
Czyli A— B,-BF —A.
Stad stosujac dwukrotnie twierdzenie o dedukcji

F(A— B) — (=B — —A).

Ponadto {—B — —A, A, =B} jest sprzeczny.
Zatem
~B — —A,AF =B,

Stad na mocy (11)

oraz =B — —A, A+ B, czyli - (=B — =A) — (A — B).



Twierdzenie o ekstensjonalnosci:

Niech A* bedzie formuty, ktéra powstaje z formuty A przez
zastapienie pewnych wystapier formuty D formuty D’. Przy tych
oznaczeniach reguta ekstensjonalnosci:

D« D'
A — A*

jest wyprowadzalna w KRZ.



Dowdd:

Nalezy pokazaé, ze
D« D' A« A,

Jezeli na A nie wykonamy zadnych zastapien, to A* jest identyczna
z A, tym bardziej - A — A*.

Jezeli A= D, to oczywiécie A* = D', czyli D «+ D'+ A «— A*.

W pozostatych przypadkach dowdd prowadzimy metoda indukcji ze
wzgledu na budowe formuty.

Zatézmy, ze A jest zmienna.

Woéwczas zachodzi jeden z powyzszych przypadkéw.



Zatézmy, ze A = —B.
Zatozenie indukcyjne:

D« D'+ B« B*.
Stad na mocy prawa kontrapozycji

D« D'+ =B « =B*.
—~— ~—
A A*



Zatézmy, ze A= B — C.
Zatozenie indukcyjne:

D« DFB« B, D<DFC C".

Zauwazmy, ze D < D', B — C, B* I C*.
Stad D — D' - (B — C) — (B* — C*).
Podobnie D < D'+ (B* — C*) — (B — ().
Zatem D «— D' A « A*.



Zatézmy, ze A= B A C.
Zatozenie indukcyjne:

D—DFB«B*" D<DFCC.
Zauwazmy, ze:
D« D',B\F B*, zatem D < D', B, C - B,
D« D ,CFC* zatem D« D' ,B,CF C*.

Stad
D« D, B,CFB"ACH

D« D,BACFB*AC

czyli
D« D' (BAC)— (B*ACY).

Podobnie pokazujemy
D« D' (B*AC*)— (BAC),

a zatem
D« D'+ A* & A.



Przypadek A = B Vv C zostawiamy jako ¢wiczenie.



Lemat:

Tezami KRZ sa:

1. AVB < BVA,
ANB < BAA,
(AN -B) « —(AV B),
—(AAB) < (-AV —-B),
-(AA-A),
AV —A,
(A— B) < (-AV B),
AN(BV C)— (AANB)V(AACQ),
AV(BANC)— (AVB)A(AV Q).
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