Algebra nazywamy strukture A = (A, {F;: i € I}), gdzie A jest
zbiorem zwanym uniwersum algebry, zas F; : Atfi — A (symbol
#F; oznacza ilo$¢ argumentéw funkcji F;). W rozwazanych przez
nas algebrach [ najczesciej bedzie zbiorem skohczonym. Typem
(lub sygnatura) algebry A = (A, {F;: i € I}) nazywamy uktad

TA:(ﬁFi:iE/).

Algebry A i B s3 podobne, gdy 7o = 7. Jezelio : | — N oraz
7 : J — N spetniaja warunki

1.1>J,
2. 0(a)=r7(a)dlaacJ,

to o nazywamy wzbogaceniem typu 7, a 7 reduktem typu o.



Niech A = (A,{F;: i € I}). Kongruencja algebry A nazywamy
relacie R C A x A taka, ze
1. R jest relacja rownowaznosci,

2. dla kazdego i € I i dla dowolnych ay,...,a, € A, gdzie
n={F;:

jezeli a1Rby,...,anRby,, to Fi(a1,...,an)RG(b1,. .., by).

Niech A = (A,{F; :i € 1}) i niech R bedzie kongruencja algebry
A. Algebra ilorazowg algebry A nazywamy algebre

A/R=(A/RA{FFR:ie ),

gdzie
F,-R([al], ...y [an]) = [Fi(a1, ..., an)],

dla kazdego i € I i dla dowolnych ay,...,a, € A, gdzie n = #F;.
Epimorfizm x : A — A/R dany wzorem

r(a) = [a]

zwiemy epimorfizmem kanonicznym.



Waznym dla nas przyktadem algebr s3 algebry Boole’a, czyli
algebry B = (B,N,U, —,0,1) typu (2,2,1,0,0) spetniajace
witasnosci:

1. xUy=yUx,xNy=yNx,

2. xU(yUz)=(xUy)Uz, xN(yNz)=(xNy)Nz,

3. xU((xNy)=x,xN(xUy)=x,

4. xU(ynz)=(xUy)N(xUz), xN(yUz)=(xNy)U(xNz),

5 xU—-x=1,xN—-x=0



Kratg nazywamy pare (K, <), gdzie K # () i < jest porzadkiem
takim, ze dowolny skonczony podzbiér zbioru K ma kresy.
Tradycyjnie oznaczamy

irj{x,y} = x Ay oraz sup{x,y} =xVy.
= <



Krate (K, <) nazywamy dystrybutywna (lub rozdzielczg), jesli
dla dowolnych x,y,z € K mamy:

xAN(yVz)=(xAy)V(xAz),

xV(yANz)=(xVy)A(xVz).



Krata komplementarng nazywamy krate (K, <) taka, ze
1. w K istnieja element najwiekszy T i element najmniejszy L,
2. dla dowolnego x € K istnieje y € K taki, ze

XANy=1lorazxVy=T.

Element y nazywamy wéwczas dopetnieniem elementu x.



Stwierdzenie:

Niech B bedzie algebra Boole'a. Wéwczas (B, <) jest krata
dystrybutywng i komplementarna.



Twierdzenie:

Kazda krata dystrybutywna i komplementarna spetnia aksjomaty
algebry Boole'a, gdzie

» U interpretujemy jako V,
N interpretujemy jako A,
— interpretujemy jako operacje tworzenia dopetnienia,
0 interpretujemy jako L,
1 interpretujemy jako T.



Dowadd:

Dowdd jest w zasadzie trywialny — jedyna cze$¢, jaka wymaga
komentarza to sprawdzenie drugiego aksjomatu, ktéry jest
spetniony bo

inf{x,inf{y,z}} = inf{inf{x, v}, z}.



Twierdzenie:

W dowolnej algebrze Boole'a spetnione s3 nastepujace zwigzki:
xNy=0&x< -y, xUy=1& —y <x,
xN—y=0&x<y, xU—-y=1&y<x,

—(=x) =x,

—(xNy)=—-xU-y, =(xUy)=—xN-—y,

AR A

XSy —y<—x



Dowdd:

Pokazemy dla przyktadu (3):

—(—x) = —(—x)Nl=—(—x)N(xU—x)
= (—(—x)N—=x)U(=(—x)Nx)=—(—x)Nx

a wiec —(—x) < x.
Podobnie

x = xN1 = xN(—(—x)U—x) = (xN—(—x))U(xN—x) = xN—(—x),

a wiec x < —(—x). Tym samym —(—x) = x.



Grafem skierowanym lub krétko grafem bedziemy nazywacd
strukture G = (Go, G, src, tgt), gdzie G jest zbiorem weztéw, G;
zbiorem krawedzi, a src, tgt : G — Gp sa funkcjami.
Graf o skonczonej liczbie weztéw i krawedzi nazywamy grafem
skonnczonym.
Zapis
f
X =y

oznacza f € Gy, x = src(f), y = tgt(f).



Podgrafem G’ grafu G nazywamy strukture (G}, Gy, src, tgt)
taka, ze

1. G(/) C Gy,

2. G{ C G1,

3. srcgi(f) = sreg(f) € G| dla kazdej krawedzi f € G,

4. tgte(f) = tgtg(f) € G§ dla kazdej krawedzi f € G;.
Podgrafy oznaczamy przez G' < G.



Graf nazywamy grafem prostym gdy funkcja
(src, tgt) : G — Go x Gp dana wzorem

(src, tgt)(f) = (src(f), tgt(f))

jest injekcja.
Oznacza to, ze dwoch weztéw nie taczy “podwdjna krawedz”.



gcieikq skonczong w grafie G o dtugosci nod x € Gy do y € Gy
nazywamy ciag krawedzi

fi f2 fn
X=Xg —X2—X3 ... > Xp=Y

Dwa wezty sa potaczone, jedli istnieje w grafie G Sciezka
skonczona od x do y lub od y do x.

Graf, w ktérym kazde dwa wezty sg potaczone nazywamy grafem
spéjnym.



Sciezke, ktéra zaczyna sie i koficzy w tym samym wezle nazywamy
cyklem.

Jezeli zadna $ciezka nie jest cyklem, to méwimy o grafie
acyklicznym.

Dla wybranego wezta x € Gy oznaczamy:

xT = {b € Gyl istnieje krawedz x LR b},

x~ ={a € Gp| istnieje krawedz a 5 x},



Drzewem nazywamy graf prosty, spdjny i acykliczny oraz taki, ze

1. istnieje dokfadnie jeden wezet k taki, ze k= = (), zwany
korzeniem,

2. |x~| =1 dla kazdego wezta innego od k.



Podgraf drzewa nazywamy poddrzewem.

Zbiér wszystkich poddrzew drzewa D oznaczamy przez sub(D).
Zbi6r wszystkich Sciezek od korzenia oznaczamy przez adr(D).
Zauwazmy, ze zbiory sub(D) i adr(D) mozna utozsamia¢;
poddrzewo odpowiadajace $ciezce s oznaczaé bedziemy przez D/s.
Wezty dla ktérych x™ = () nazywa¢ bedziemy lisciami.



Tradycyjnie przez [| oznacza¢ bedziemy drzewo puste, przez [x]
drzewo ztozone tylko z jednego wezta x oraz przez [x|Ty;...; T,]
drzewo z korzeniem x i poddrzewami Ty,..., T,.

Ponadto przez Trees,, oznaczamy klase wszystkich drzew
przeliczalnych.

W tych oznanczeniach przyjmujemy definicje wysokos$ci drzewa
jako funkgji h : Trees,, — N okreslonej rekurencyjnie jako

0, gdy T =],
h(T) =141, gdy T = [x],
1+ max{h(T;):1<i<n}, gdy T=I[x|T1;...; Tyl
Zdefiniujmy jeszcze zbiér okurencji drzewa T’/ w T jako zbiér
Sciezek
w(T', T)={s€ade(T)|T' = T/s}.



Definicja:

Niepusty podzbiér F uniwersum algebry Boole'a B nazywamy
filtrem, gdy

1. Vx,y €e F(xNy € F),

2. Vx e FVy e B(x <y =F).



Przyktady:

1. Uniwersum dowolnej algebry Boole'a jest filtrem (filtrem
niewtasciwym).

2. {1}.
3. Niech a € B. Wtedy

{xeB:a<x}

jest filtrem (filtr generowany przez element a, filtr gtéwny).



3. Niech ¢ : A — B bedzie homomorfizmem algebr Boole'a.
Witedy:
Fo={acA:¢(a) =1}

jest filtrem w A.



Uwaga:

Rozwazamy wytacznie filtry w algebrach Boole'a.



Uwaga:

F jest filtrem wtasciwym wtedy i tylko wtedy, gdy 0 ¢ F.



Dowdéd:

(=):

Dowdd prowadzimy przez kontrapozycje.
Zatézmy, ze 0 € F.

Woéwczas a € F dla kazdego a, bo 0 < a.



(<):
Zatézmy, ze F jest niewtasciwy.
Woéwczas, w szczegdlnosci, 0 € F.



Definicja:

Niech B bedzie algebrg Boole'a. Zbiér X C B jest scentrowany
(lub ma wtasnos¢ iloczynu skoriczonego), gdy dla dowolnych
neN, a,...,ap € X jest

agnN...Na,#0.



Twierdzenie:

Kazdy zbiér scentrowany mozna rozszerzy¢ do filtru wtasciwego.



Dowéd:

Niech X C B bedzie zbiorem scentrowanym algebry Boole'a B.
Rozwazmy zbiér:

Fx ={a€ B: dla pewnych x1,...,x, € X,a>x3Nx2N...Nxp}.

Sprawdzamy, ze Fx jest filtrem.

Filtr ten nazywamy filtrem generowanym przez X, czyli
najmniejszym filtrem zawierajacym X.

Oczywiscie X C Fx.



Pokazemy, ze Fx jest filtrem wtasciwym.
Gdyby tak nie byto, to 0 € Fx, czyli

dla pewnych x1,...,x, € X,0>x31Nxa N ... N Xy

co jest sprzeczne z zatozeniem scentrowania zbioru X.



Definicja:

Filtr F algebry Boole'a B nazywamy maksymalnym, gdy F jest
elementem maksymalnym wzgledem relacji C w rodzinie filtréw
wiasciwych algebry B.



Twierdzenie Tarskiego (1930, BPI theorem):

Kazdy filtr wtasciwy algebry Boole'a mozna rozszerzy¢ do filtru
maksymalnego.



Dowadd:

Niech F bedzie filtrem wiasciwym algebry Boole'a B.
Rozwazmy

F ={G : G jest filtrem wiasciwym w B oraz F C G}.

Poniewaz F € F, wiec F # ().



Pokazemy, ze kazdy tahcuch w F ma ograniczenie gérne w F.
Niech £ bedzie tancuchem w F.

Rozwazmy |J L.

Pokazemy, ze | JL € F.



Istotnie, zauwazmy, ze |J L jest filtrem.

Niech bowiem a, b € J L.

Wtedy a € G,, b € Gp, dla pewnych G,, G, € L.

Mozemy zaktadaé, ze G, C Gp.

Wobec tego a, b € Gp.

Stadanbe G, CJL.

Dalej, niech a € |J L i niech x € B bedzie takie, ze a < x.
Ale a € G, dla pewnego G, € £, skad x € G, C |J L.



Zauwazmy nastepnie, ze |J L # B.
Istotnie, gdyby 0 € | £, to wéwczas 0 € G, dla pewnego
G, € |JF, co jest sprzecznoscia.



Na koniec zauwazmy jeszcze, ze F C |J£. Tym samym
pokazaliSmy, ze | J £ € F, wiec na mocy lematu
Kuratowskiego-Zorna w rodzinie (F, C) istnieje element
maksymalny.



Whiosek:

1. Kazdy zbiér scentrowany algebry Boole'a B mozna rozszerzy¢
do filtru maksymalnego.

2. Kazdy element a # 0 nalezy do pewnego filtru maksymalnego.

3. Dla dowolnych a, b takich, ze a # b istnieje filtr maksymalny
F taki, ze

(aec FAbgF)v(be FANagF).



Lemat:

W dowolnej algebrze Boole'a:
1. xU0=x,
2. xUl=1,
3. =(xNy)=—xU-—y.



Twierdzenie:

Niech F bedzie filtrem w algebrze Boole’'a B. Wéwczas relacja ~¢
dana wzorem:

X~y <& istnigeue F:xNu=yNu

jest kongruencja algebry.



Dowéd:

Relacja ~f jest réwnowaznoscig, co tatwo sprawdzi¢:

jest zwrotna, czyli x ~p x, boxN1l=xN1lileF;

jest symetryczna, czyli x ~p y = y ~f x, bo xNu=yNu jest
réwnowazne y N u = x N u;

jest tez przechodnia, zatézmy bowiem, ze x ~g y oraz y ~f z,
czyli ze dla pewnych u,w € F:

XNu=yNuorazyNw=zNw.

Rozwazmy element unNw € F.

Mamy:
xN(uNnw) = (xNuyNnw=(yNu)Nw
= (ynw)Nu=(zNnw)Nu
= zNn(uNw),

co konhczy dowdd przechodniosci.



Zatézmy, ze x ~g X' i y ~p y'.
Pozostaje wykaza¢, ze

(Xﬁy) ~F (X’ﬂy’),(ny) ~F (X/Uyl) i x ~F v

Pokazemy, dla przyktadu, ostatnia wtasnosc.



Istotnie:
xNu=x'Nu

oznacza, ze réwniez

—(xNu)=—(xX"Nu),

czyli
—xU—-u=—-x"U —u,
a stad
un(=xU—u) =un(=x"U-—u),
a wiec

—xNu=—-x"Nu.



Uwaga:

Niech B bedzie algebra Boole'a i niech ~ bedzie jej kongruencja.

Wtedy
F.={xeB:x~1}

jest filtrem. Ponadto ~fg_=n~.



Jezeli F jest filtrem algebry Boole'a B, to zamiast B/ ~f
bedziemy pisaé po prostu B/F.

Filtr F algebry Boole'a B nazywamy pierwszym, gdy dla
dowolnych a,b € B, jezeliaUb e F,toaec Flubbe F.



Twierdzenie:

Niech F bedzie filtrem maksymalnym algebry Boole'a B. Wéwczas
nastepujace warunki s rébwnowazne:

1. F jest maksymalny,

2. F jest pierwszy,

3. dla dowolnego a € B albo a € F, albo —a € F,
4. B/F = By.



Dowdéd:

(1) =(2):
Przypusémy, ze F nie jest filtrem pierwszym.
Niech a, b beda takie, ze

aUbe Foraza¢ F,b¢ F.

Rozwazmy zbiér G = {x € B : istnieje u € F : x > aNu}.
Oczywiscie F C G.

Pokazemy, ze G # B, w szczegdlnosci b ¢ G.

Faktycznie, gdyby b € G to mielibydmy b > an u, dla pewnego
ueF.

Stad b=bU(anu) = (bUa)N(bUu) € F, co jest sprzecznoscia.
F >ueF
€ 2ue

Zatem F nie moze by¢ filtrem maksymalnym, co réwniez bytoby
sprzecznoscia.



(2) = (3):
Zatézmy, ze F jest pierwszy.
Woéwczas
aU—a=1¢€ F dla dowolnego a € B,

astad a € F lub —a € F i nie moze by¢ jednoczesénie a € F oraz
—acF.



(3) = (4):

Rozwazmy algebre ilorazowa B/F, gdzie F jest filtrem majacym
wtasnos¢ (3).

W B/F mamy:

l1=Foraz0={—-a:ac F}.



Istotnie, zobaczmy, ze 1 = F.

Ustalmy a € F.

Wéwczas a ~g 1, boana=anNl.

Na odwrét, zatézmy, ze a ~¢ 1.

Woéwczas dla pewnego u € F zachodzi anu=uN1=u, skad
u<a,czyliaeF.

Dalej, sprawdzmy, ze 0 = {—a:a € F}.

Faktycznie:

0 = {xeB:x~¢0}
= {xe€B: istniejeue F:xNu=0}
= {xeB:u<—x}
= {—x:x€F}.



Ustalmy teraz a € B.
Mamy, ze a € F i wtedy [a] =1, albo —a € F i wtedy [a] = 0.



(4)=(1):
Przypusémy, ze F nie jest maksymalny, czyli ze istnieje filtr
wiasciwy G taki, ze F C G.
Niech ae G\ F.
Rozwazmy B/F.
Mamy:
[a] # 1 oraz [a] # 0,

bo gdyby [a] =0,to —a€ F C G, aleac G i G jest filtrem
wiasciwym.
Stad otrzymujemy sprzeczno$¢.



Definicja:

Dowolny filtr wtasciwy spetniajacy jeden z powyzszych
rownowaznych warunkéw nazywamy ultrafiltrem.



Interesowaé nas beda gtdéwnie ultrafiltry w algebrach potegowych.

Niech | # 0.
Méwimy, ze F jest filtrem nad zbiorem /, gdy F jest filtrem w

algebrze potegowej (2/, C).
Worost z definicji filtrem gtéwnym w algebrze potegowej bedzie

Fa={X:AcC X}



Uwaga:

Niech F bedzie filtrem gtéwnym nad /. Wéwczas F jest
ultrafiltrem wtedy i tylko wtedy, gdy F jest generowany przez zbiér
jednoelementowy.



Dowadd:

(=)

Niech X generuje F i przypus¢my, ze x,y € X dla x # y.
Rozwazmy {x}.

Poniewaz F jest ultrafiltrem, wiec:

{x} € Falbo —{x} € F.

W pierwszym przypadku {x} N X € F, czyli {x} € F, co daje
sprzeczno$¢.

W drugim przypadku sprzeczno$¢ otrzymujemy wobec faktu, ze
X\ {x} €F.



(=)
Zatézmy, ze F={Y Cl:{a} CY}={Y:aec Y}
Wezmy dowolny Z C I.
Mamy:
a€Zluba¢ Z, czyliac —Z.

W pierwszym przypadku Z € F, a w drugim —Z € F.
Wobec tego F jest ultrafiltrem.



Uwaga:

Jesdli F jest ultrafiltrem niegtéwnym nad /, to do F nie nalezy
zaden zbidr skonczony.



Dowdd:

Zatézmy, ze F jest filtrem niegtéwnym w pewnej algebrze
potegowej nad [ i przypuéémy, ze pewien zbidr skonczony nalezy
do F.

Niech K bedzie takim zbiorem o minimalnej liczbie elementdw.
Przypusémy ponadto, ze dla x # y mamy x,y € K.

Woéwczas

{x} ¢ F,
poniewaz K byt minimalnym zbiorem skonczonym nalezagcym do F
oraz

—{x} ¢ F,
poniewaz w przeciwnym razie —{x} N K € F, co daje sprzeczno$¢
z minimalnoscia K.
Oznacza to, ze F nie mégtby by¢ ultrafiltrem.



Uwaga:

W dowolnej nieskonczonej algebrze potegowej istnieja ultrafiltry
niegtéwne.



Dowdd:

Niech | bedzie zbiorem nieskonczonym.
Rozwazmy

F ={X C I : X jest zbiorem koskoriczonym}.

Z tatwoscig sprawdzamy, ze F jest filtem.

F jest filtrem wtasciwym, bo ) ¢ F.

F mozemy rozszerzy¢ do ultrafiltru.

Z kolei fatwo sprawdzamy, ze kazdy ultrafiltr rozszerzajacy F jest
niegtéowny.



