Algebra nazywamy strukture A = (A, {F;: i € I}), gdzie A jest
zbiorem zwanym uniwersum algebry, zas F; : Atfi — A (symbol
#F; oznacza ilo$¢ argumentéw funkcji F;). W rozwazanych przez
nas algebrach [ najczesciej bedzie zbiorem skohczonym. Typem
(lub sygnatura) algebry A = (A, {F;: i € I}) nazywamy uktad

TA:(ﬁFi:iE/).

Algebry A i B s3 podobne, gdy 7o = 7. Jezelio : | — N oraz
7 : J — N spetniaja warunki

1.1>J,
2. 0(a)=r7(a)dlaacJ,

to o nazywamy wzbogaceniem typu 7, a 7 reduktem typu o.



Waznym przyktadem algebr, ktéry bedziemy blizej studiowac sa
monoidy. Monoidem nazywamy algebre M = (M, +,0) o typie
v = (2,0), dla ktérej spetnione s3 nastepujace aksjomaty:
1. x4+ 0 =0+ x = x dla wszelkich x € M (tzn. 0 jest
elementem neutralnym +) oraz
2. x+ (y+z) = (x+y) + z dla wszelkich x,y,z € M (tzn. +
jest faczne).

Jezeli ponadto spetniony jest warunek
X+y=y+x

dla wszelkich x,y € M, to M nazywamy monoidem
przemiennym (lub abelowym).



Oznaczmy przez K(7) klase wszystkich algebr typu 7. Niech
A=(A{Fi:iel})iB=(B,{G;: i€ l})beda algebrami
podobnymi. Méwimy, ze B jest podalgebra algebry A (oznaczamy
B C A), gdy B C A oraz dla kazdego i € |

Gi = Fi| g,

(symbol | oznacza istotne zacie$nienie). Dalej, niech X C B.
Méwimy, ze X generuje algebre B, gdy B jest najmniejsza
podalgebra algebry A zawierajaca uniwersum zawierajace X.



Niech A= (A, {Fi:ie€l})iB=(B,{Gj: i€ l}) bedy algebrami
podobnymi. Odwzorowanie ¢ : A — B nazywamy
homomorfizmem algebr A i B, co oznaczamy przez ¢ : A — B,
gdy dla kazdego i € I i dla dowolnych ay,...,a, € A, gdzie

n—= ﬁF,':

gb(F,-(al, ey a,,)) = G,-(gb(al), ey gi)(a,,))

Monomorfizm jest to homomorfizm injektywny, epimorfizm to
homomorfizm surektywny, a izomorfizm to homomorfizm
bijektywny.



Odtad tam, gdzie jest to konieczne, milczaco zaktadamy
podobienstwo algebr A i B. Niech K oznacza klase algebr
podobnych. Sposréd licznych konstrukgji na algebrach wyréznimy
trzy: algebry wolne, ilorazowe i produkty algebr. Méwimy, ze A jest
algebra wolngw K ze zbiorem wolnych generatoréw X, gdy X
generuje A oraz dla kazdej algebry B € K i dowolnego
odwzorowania ¢ : X — B istnieje doktadnie jedno przedtuzenie ¢
do homomorfizmu algebr é:A— B. Algebre B nazywamy po
prostu wolng, gdy jest algebra wolng w klasie wszystkich algebr
podobnych do A.



Niech A = (A,{F;: i € I}). Kongruencja algebry A nazywamy
relacie R C A x A taka, ze
1. R jest relacja rownowaznosci,

2. dla kazdego i € I i dla dowolnych ay,...,a, € A, gdzie
n={F;:

jezeli a1Rby,...,anRby,, to Fi(a1,...,an)RG(b1,. .., by).

Niech A = (A,{F; :i € 1}) i niech R bedzie kongruencja algebry
A. Algebra ilorazowg algebry A nazywamy algebre

A/R=(A/RA{FFR:ie ),

gdzie
F,-R([al], ...y [an]) = [Fi(a1, ..., an)],

dla kazdego i € I i dla dowolnych ay,...,a, € A, gdzie n = #F;.
Epimorfizm x : A — A/R dany wzorem

r(a) = [a]

zwiemy epimorfizmem kanonicznym.



Na koniec niech {A;: t € T}, przy czym Ay = (A, {F} 1 i e 1}),
bedzie rodzing algebr podobnych. Produktem tej rodziny
nazywamy algebre

[TA:=([A{G:ic})
teT teT

gdzie
Gi((a%)fﬂ EER) (a?)f) = (Fit(ath ) a?))t

dla dowolnych i € 1, al,...,a% i n = #F;.



Waznym dla nas przyktadem algebr s3 algebry Boole’a, czyli
algebry B = (B,N,U, —,0,1) typu (2,2,1,0,0) spetniajace
witasnosci:

1. xUy=yUx,xNy=yNx,

2. xU(yUz)=(xUy)Uz, xN(yNz)=(xNy)Nz,

3. xU((xNy)=x,xN(xUy)=x,

4. xU(ynz)=(xUy)N(xUz), xN(yUz)=(xNy)U(xNz),

5 xU—-x=1,xN—-x=0



Przykfad 1:

Dwuelementowa algebra Boole'a B, = ({0,1},n,U, —,0,1), gdzie
> xNy =min{x,y},
> xUy = max{x,y},

» —x=1—x mod 2.



Przyktad 2:

Algebra potegowa P(X) = (2X,n,U, —, 0, X), gdzie X jest
niepustym zbiorem, a N, U i — s3 operacjami mnogosciowymi w 2X.
Kazda skonczona algebra Boole'a jest izomorficzna z pewnga
algebra potegowa.



Przyktad 3:

Niech

Z(X)={Y C X :Y jest skonczony V X \ Y jest skonczony}.
Woéwezas Z(X) = (Z(X),N,U, —, 0, X), gdzie X jest niepustym
zbiorem, a N,U i — s3 operacjami mnogosciowymi w Z(X).

W szczegdlnosci, gdy X jest zbiorem przeliczalnym, to jest to
przeliczalna algebra Boole'a.

Widzimy wiec, ze nie kazda algebra Boole'a jest izomorficzna z
algebra potegows.



Twierdzenie Stone’a:

Kazda algebra Boole'a jest izomorficzna z pewna podalgebra
pewnej algebry potegowe;.



Stwierdzenie:

W dowolnej algebrze Boole'a zachodza nastepujace zwigzki:
1. xUx=x,xNx=x

2. xU0=x,xN1=x



Dowadd:

(1) xN(xUx) = x.

Ponadto x U (x N (x U x)) = x,

Stad x U x = x.

Podobnie dowodzimy x N x = x.
(2) xN—x =0.

Stad x U0 = x U (xN —x) = 0.
Podobnie dowodzimy x N1 = x.



Stwierdzenie:

W dowolnej algebrze Boole'a mamy

xXNy=xxUy=y



Dowdéd:

(=) Zatdézmy, ze x Ny = x.
Woéwczas xUy = (xNy)Uy =y.
(<) Zatdézmy, ze x Uy = y.
Woéwczas x Ny = xN(xUy) = x.



W dowolnej algebrze Boole'a definiujemy relacje

x <y < xNy = x(lub rbwnowaznie x Uy = y)



Stwierdzenie:

Relacja < jest porzadkiem na uniwersum algebry A.



Dowadd:

Relacja < jest zwrotna: x N x = x, a zatem x < x.

Relacja < jest antysymetryczna: zatézmy, ze x < y oraz y < x.
Woéwczas x Ny = x oraz y N x = x.

Zatemy =yNx=xNy=xiy=x.

Relacja < jest przechodnia: zatézmy, ze x < y oraz y < z.
Woéwczas xNy =xorazyNz=y.

Stad xNz=(xNy)Nz=xN(yNz)=xNy=x.



Stwierdzenie:

Kazdy skonczony podzbiér uniwersum algebry Boole’a ma kres w
sensie <.



Dowéd:

Wystarczy pokazaé, ze dowolne dwuelementowe podzbiory maja
kresy, dalej dowdd przebiega przez indukcje.
Ograniczymy sie do pokazania, ze zbiér {x,y} ma kres dolny.
Doktadniej, pokazemy, ze x Ny = inf<{x,y}, czyli ze

1. xNy<xorazxNy <y,

2. dla dowolnego ajeslia< xia<y, toa<xNy.



Istotnie:
L. (xNny)Nnx=(xNx)Ny=xNy, czyli xNy < x.
Podobnie sprawdzamy, ze xNy < y.
2. Niecha<xia<y,czyianx=aianNy=a.
Wéwczas

an(xny)=(anx)Ny=anNy = a,

czylia<xnNy.



Kratg nazywamy pare (K, <), gdzie K # () i < jest porzadkiem
takim, ze dowolny skonczony podzbiér zbioru K ma kresy.
Tradycyjnie oznaczamy

irj{x,y} = x Ay oraz sup{x,y} =xVy.
= <



Przyktad 1: (2%, C
Przyktad 2: (N, <)
Przyktad 3: (N, |); tutaj mamy w szczegdlnosci
nAm= NWD(n,m), nvV m= NWW(n, m).

).



Przyktad 4:

Porzadkiem, ktéry nie jest kratowy, jest na przyktad

X
b

Tutaj {a, b} i {c,d} sa nieporéwnywalne, wiec nie maja kreséw.

Obrazek ten wyjasnia tez nazwe “krata”.

C

a



Krate (K, <) nazywamy dystrybutywna (lub rozdzielczg), jesli
dla dowolnych x,y,z € K mamy:

xAN(yVz)=(xAy)V(xAz),

xV(yANz)=(xVy)A(xVz).



Przyktad 1: (2%, ).
Przyktad 2: (N, <).
Przyktad 3: (N, |)



Przyktad 4:

Nie kazda krata musi by¢ dystrybutywna, na przyktad nastepujaca
krata nie jest:




Przyktad 5:

Stwierdzenie pokazuje, ze kazda algebra Boole'a jest krata
dystrybutywng.



Krata komplementarng nazywamy krate (K, <) taka, ze
1. w K istnieja element najwiekszy T i element najmniejszy L,
2. dla dowolnego x € K istnieje y € K taki, ze

XANy=1lorazxVy=T.

Element y nazywamy wéwczas dopetnieniem elementu x.



Stwierdzenie:

Niech B bedzie algebra Boole'a. Wéwczas (B, <) jest krata
dystrybutywng i komplementarna.



Dowéd:

Dystrybutywnos¢ juz udato nam si¢ przedyskutowaé, pozostaje
wykaza¢ komplementarnosgé.
1. Pokazalismy, ze x U0 = x oraz x N 1 = x. W szczegdlnosci
xN0=(xU0)N0=0, azatem 0 < xorazx <1ldlaxe€K,
a wiec 0 jest elementem najmniejszym, a 1 elementem
najwiekszym.
2. Wobec ostatniego z aksjomatéw algebry Boole'a: xU —x =1
oraz xN —x = 0.



Przyktad: W kracie komplementarnej, ktéra nie jest
dystrybutywna, nie kazdy element musi mie¢ jednoznacznie
wyznaczone dopetnienie, na przyktad w “chinskiej latarni”:

7N\
N4

Okazuje sie, ze faktycznie wystarczy zatozy¢, aby krata byta
jednoczesnie komplementarna i dystrybutywna, aby problem ten
zniknat.



Stwierdzenie:

Niech (K, <) bedzie krata dystrybutywna i komplementarna.
Woéweczas kazdy element tej kraty ma doktadnie jedno dopetnienie.



Dowdéd:

Przypuéémy, ze x ANy = L, xANy”" = LorazxVy =T,
xVy"'=T.
Wéwczas

y' =y VL =y'V(xny") = (Y'V)AY'VY") = TAY' VY") = y'vy".

Zatem y' =y'Vy' sy Ay" =y" czyliy” <y
Ponadto

Y =y"vL=y"Vxny') = (y'VONYVY) = TAY VY") = y'vy”,

zatem y' =y Vy" Sy Ay =y, czyliy <y
Tym samym y’' = y".



Twierdzenie:

Kazda krata dystrybutywna i komplementarna spetnia aksjomaty
algebry Boole'a, gdzie

» U interpretujemy jako V,
N interpretujemy jako A,
— interpretujemy jako operacje tworzenia dopetnienia,
0 interpretujemy jako L,
1 interpretujemy jako T.



Dowadd:

Dowdd jest w zasadzie trywialny — jedyna cze$¢, jaka wymaga
komentarza to sprawdzenie drugiego aksjomatu, ktéry jest
spetniony bo

inf{x,inf{y,z}} = inf{inf{x, v}, z}.



Twierdzenie:

W dowolnej algebrze Boole'a spetnione s3 nastepujace zwigzki:
xNy=0&x< -y, xUy=1& —y <x,
xN—y=0&x<y, xU—-y=1&y<x,

—(=x) =x,

—(xNy)=—-xU-y, =(xUy)=—xN-—y,

AR A

XSy —y<—x



Dowdd:

Pokazemy dla przyktadu (3):

—(—x) = —(—x)Nl=—(—x)N(xU—x)
= (—(—x)N—=x)U(=(—x)Nx)=—(—x)Nx

a wiec —(—x) < x.
Podobnie

x = xN1 = xN(—(—x)U—x) = (xN—(—x))U(xN—x) = xN—(—x),

a wiec x < —(—x). Tym samym —(—x) = x.



Grafem skierowanym lub krétko grafem bedziemy nazywacd
strukture G = (Go, G, src, tgt), gdzie G jest zbiorem weztéw, G;
zbiorem krawedzi, a src, tgt : G — Gp sa funkcjami.
Graf o skonczonej liczbie weztéw i krawedzi nazywamy grafem
skonnczonym.
Zapis
f
X =y

oznacza f € Gy, x = src(f), y = tgt(f).



Podgrafem G’ grafu G nazywamy strukture (G}, Gy, src, tgt)
taka, ze

1. G(/) C Gy,

2. G{ C G1,

3. srcgi(f) = sreg(f) € G| dla kazdej krawedzi f € G,

4. tgte(f) = tgtg(f) € G§ dla kazdej krawedzi f € G;.
Podgrafy oznaczamy przez G' < G.



Graf nazywamy grafem prostym gdy funkcja
(src, tgt) : G — Go x Gp dana wzorem

(src, tgt)(f) = (src(f), tgt(f))

jest injekcja.
Oznacza to, ze dwoch weztéw nie taczy “podwdjna krawedz”.



gcieikq skonczong w grafie G o dtugosci nod x € Gy do y € Gy
nazywamy ciag krawedzi

fi f2 fn
X=Xg —X2—X3 ... > Xp=Y

Dwa wezty sa potaczone, jedli istnieje w grafie G Sciezka
skonczona od x do y lub od y do x.

Graf, w ktérym kazde dwa wezty sg potaczone nazywamy grafem
spéjnym.



Sciezke, ktéra zaczyna sie i koficzy w tym samym wezle nazywamy
cyklem.

Jezeli zadna $ciezka nie jest cyklem, to méwimy o grafie
acyklicznym.

Dla wybranego wezta x € Gy oznaczamy:

xT = {b € Gyl istnieje krawedz x LR b},

x~ ={a € Gp| istnieje krawedz a 5 x},



Drzewem nazywamy graf prosty, spdjny i acykliczny oraz taki, ze

1. istnieje dokfadnie jeden wezet k taki, ze k= = (), zwany
korzeniem,

2. |x~| =1 dla kazdego wezta innego od k.



Podgraf drzewa nazywamy poddrzewem.

Zbiér wszystkich poddrzew drzewa D oznaczamy przez sub(D).
Zbi6r wszystkich Sciezek od korzenia oznaczamy przez adr(D).
Zauwazmy, ze zbiory sub(D) i adr(D) mozna utozsamia¢;
poddrzewo odpowiadajace $ciezce s oznaczaé bedziemy przez D/s.
Wezty dla ktérych x™ = () nazywa¢ bedziemy lisciami.



Tradycyjnie przez [| oznacza¢ bedziemy drzewo puste, przez [x]
drzewo ztozone tylko z jednego wezta x oraz przez [x|Ty;...; T,]
drzewo z korzeniem x i poddrzewami Ty,..., T,.

Ponadto przez Trees,, oznaczamy klase wszystkich drzew
przeliczalnych.

W tych oznanczeniach przyjmujemy definicje wysokos$ci drzewa
jako funkgji h : Trees,, — N okreslonej rekurencyjnie jako

0, gdy T =],
h(T) =141, gdy T = [x],
1+ max{h(T;):1<i<n}, gdy T=I[x|T1;...; Tyl
Zdefiniujmy jeszcze zbiér okurencji drzewa T’/ w T jako zbiér
Sciezek
w(T', T)={s€ade(T)|T' = T/s}.



