PAwEL GLADKI

Logika matematyczna
w informatyce

http://www.math.us.edu.pl/ ~ pgladki/



Konsultacje: Piatek, 8:00-9:30

Jezeli chcesz spotkac sie z prowadzacym podczas konsultacji,
postaraj sie powiadomié¢ go o tym przed lub po zajeciach, zadzwon
do jego pokoju, lub wyslij mu emaila.



Zasady zaliczania przedmiotu:

7 zadan domowych wartych w sumie 70 punktéw i kolokwium
warte 30 punktéw.

Brak egzaminu

Kolokwium odbedzie sie na przedostatnich zajeciach
laboratoryjnych i bedzie trwato 90 minut.



Zadania domowe:

Rozwigzania zadan domowych nalezy przesytaé przez email.

Dopuszczalne, a nawet pozadane jest organizowanie sie w grupy do
wspolnej nauki, ale rozwigzania musza by¢ indywidualne: prace,
ktérych autorstwo bedzie budzito watpliwosci zostang ocenione na
0 punktéw.



Plan wyktadu:

1. Rachunek zdan.

2. Rachunek predykatéw. Semantyka formut. Prawdziwos¢ i
spetnialno$¢. Nierozstrzygalnosc.

3. Paradygmaty dowodzenia. Naturalna dedukcja. Rachunek
sekwentow.

4. Logika intuicjonistyczna. Intuicjonistyczny rachunek zdan.
Normalizacja dowodéw.

5. Rachunek A z typami prostymi. Izomorfizm Curry’ego-Howarda
dla minimalnego intuicjonistycznego rachunku zdan.

6. Rachunek A z typami zaleznymi. Izomorfizm
Curry'ego-Howarda-de Bruijna dla minimalnego
intuicjonistycznego rachunku predykatéw.

7. Obliczenia i wnioskowanie w systemie Coq.



Literatura:

1. Notatki z wyktadéw dostepne na stronie (w permanentnej
konstrukgji...).

2. J. Tiuryn, J. Tyszkiewicz, P. Urzyczyn, Logika dla
informatykéw,
http://www.mimuw.edu.pl/ urzy/calosc.pdf

3. M. Huth, M. Ryan, Logic in Computer Science, Cambridge,
2004.

4. P. Urzyczyn, Rachunek lambda,
http://www.mimuw.edu.pl/ urzy/Lambda/erlambda.pdf

5. Y. Bertot, P. Casteran, Interactive Theorem Proving and
Program Development. Coq'Art: The Calculus of Inductive
Constructions, Springer, 2004.

6. A. Chlipala, Certified Programming with Dependent Types,
http://adam.chlipala.net/cpdt/.



Czym jest Coq?

Proof assistant/proof management system: narzedzie do
interaktywnego dowodzenia twierdzen:
» w jezyku specyfikacji mozemy zapisa¢ matematyczne definicje,
twierdzenia, dowody, ale tez wykonywalne programy funkcyjne
z typami zaleznymi;
» interaktywne Srodowisko dowodzenia twierdzeh pozwala na
dowodzenie za pomoca taktyk;

> wspiera automatyzacje dowodzenia.



Zastosowania Coq

Kto i do czego uzywa Proof assistants?
Informatycy uzywaja ich do:
» weryfikacji fragmentéw informatyki (weryfikacja dedukcyjna);
formalizacji metateorii jezykéw programowania;
weryfikacji programéw;

generowania kodu (ekstrakcja z dowodu);

vV v. v Y

wspotpracy z zewnetrznymi narzedziami do weryfikacji
programéw (Why 3, Frama C)



Projekty o znaczeniu nie tylko akademickim:

» Popl mark challenge czyli zmechanizowana metateoria dla
mas: formalnie udowodnij metateorie dla twojego ulubionego
jezyka programowania;

» Cristal Project: certyfikowany kompilator jezyka C CompCert;

» weryfikacja Java Card.



Matematycy uzywaja ich to:

» konstruowania nowych teorii formalnych;

» weryfikowania dowodow.
Matematycy nie s3 gtéwnymi uzytkownikami tego typu
oprogramowania:

» weryfikacja dowodéw matematycznych przy uzyciu Coq jest
zbyt czasochfonna, jest to tez proces gtéwnie mechaniczny.



Preliminaria algebraiczne



Relacje i funkcje. Niech X i Y beda niepustymi zbiorami. Zbiér
wszystkich par uporzadkowanych (x, y), x € X, y € Y, nazywamy
produktem zbioréw X i Y i oznaczamy:

X xY=A{(xy)xe X,y e Y}
Uwaga:

() = {x, {xv3)

Przez indukcje wprowadzamy pojecie n-ki uporzadkowanej:
(X125 xn) = ((X15 -+ -y Xn—1), Xn)
oraz produktu n zbioréw:
Xy X oo X Xp ={(x1,. .., xn)|x1 € X1y, xn € Xp}

Dla uproszczenia notacji bedziemy pisali
n
[[Xi=Xx...xX,
i=1

oraz

X" = ﬁX.
i=1



Relacja ze zbioru X w zbiér Y nazywamy podzbiér
RCXxY.

Jezeli (x,y) € R, to zwyczajowo piszemy xRy. W przypadku, gdy

X =Y, méwimy po prostu o relacji w zbiorze X. Dla danej relacji
R C X x Y mozemy zdefiniowa¢ relacje odwrotng R~ C Y x X
w nastepujacy sposdb:

(y,x) € R (x,y) € R.

Podobnie, jesli R C X x Y oraz S C Y X Z s3 relacjami, to
mozemy zdefiniowaé zfozenie relacji S o R:

(x,z) eSoR <& 3y e Y[(x,y) e RA(y,2) € S].



WSsréd relacji na zbiorze X wyrézniamy kilka szczegdlnych typdw:
moéwimy, ze relacja R C X x X jest
1. zwrotna, jezeli dla x € X zachodzi xRx;
2. symetryczna, jezeli dla x,y € X zachodzi xRy = yRx;
3. antysymetryczna, jezeli dla x,y € X zachodzi
xRy ANyRx = x =y;
4. przechodnia, jezeli dla x,y,z € X zachodzi
xRy N yRz = xRz;
5. spéjna, jezeli dla x,y € X zachodzi xRy V yRx.



Funkcja ze zbioru X w zbiér Y nazywamy relacje f C X x Y taka,
ze:
xfy Axty! =y =y
Funkcje f C X x Y zwykle oznaczamy jako f : X — Y, za$
zamiast xfy piszemy na ogét f(x) =y. f: X — Y nazywamy
1. injekcja (albo funkcja ré6znowartosciowa), gdy jesli
f(x1) = f(x2), to x1 = x2, dla x1,x2 € X;
2. surjekcja (albo funkcja “na”), gdy dla kazdego y € Y
istnieje x € X taki, ze f(x) = y;
3. bijekcja, gdy jest injekcja i bijekgja.
Do danej funkcji zawsze istnieje relacja odwrotna, ale nie zawsze
musi ona by¢ funkcja.

Stwierdzenie
Niech f : X — Y bedzie funkcja. Wowczas f jest injekcjag wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje do niej funkcja odwrotna.
Jezelis: X — Y ir:Y — X s3 funkcjami takimi, ze
sor =idy,

to s nazywamy sekcja, a r retrakcja.



WSsréd wszystkich relacji, jakimi bedziemy sie zajmowa,
wyszczegblnimy dwa rodzaje: réwnowaznosci i porzadki.
Réwnowaznoscia nazywamy relacje w zbiorze X, ktéra jest

1. zwrotna,

2. symetryczna oraz

3. przechodnia.

Jezeli x € X oraz ~ jest relacjg réwnowaznosci w X, to zbiér
wszystkich elementéw, ktére sg w relacji ~ z x nazywamy klasa
abstrakcji x (lub klasg réwnowaznosci x) i oznaczamy

[Xl. ={y e X : x~y}.

Gdy bedzie jasne z jaka relacja akurat pracujemy, to bedziemy
zwyczajnie pisaé [x]| zamiast [x]~. Zbiér wszystkich klas abstrakcji
relacji ~ oznaczamy przez

X/ ~=A{[x]~: x € X}.



Wspomnijmy jeszcze o zwigzku miedzy relacjami réwnowaznosci a
partycjami zbioru. Partycja (lub podziatem) zbioru X nazywamy
rodzine jego podzbioréw P taka, ze:
1. VP, P, e P(P1# Py = PN Py, =0) (a zatem Py i P sa
parami roztaczne) oraz
2. |U{P € P} = X (a wiec P jest pokryciem zbioru X).
Mamy nastepujace:

Stwierdzenie

Niech ~ bedzie relacja réownowaznosci w zbiorze X. Wéwczas

X/ ~ jest partycja zbioru X. Na odwrét, kazda partycja wyznacza
relacje réwnowaznosci.



Porzadkiem w zbiorze X nazywamy relacje, ktéra jest:
1. zwrotna,
2. antysymetryczna oraz

3. przechodnia.



Algebra nazywamy strukture A = (A, {F;: i € I}), gdzie A jest
zbiorem zwanym uniwersum algebry, zas F; : Atfi — A (symbol
#F; oznacza ilo$¢ argumentéw funkcji F;). W rozwazanych przez
nas algebrach [ najczesciej bedzie zbiorem skohczonym. Typem
(lub sygnatura) algebry A = (A, {F;: i € I}) nazywamy uktad

TA:(ﬁFi:iE/).

Algebry A i B s3 podobne, gdy 7o = 7. Jezelio : | — N oraz
7 : J — N spetniaja warunki

1.1>J,
2. 0(a)=r7(a)dlaacJ,

to o nazywamy wzbogaceniem typu 7, a 7 reduktem typu o.



Waznym przyktadem algebr, ktéry bedziemy blizej studiowac sa
monoidy. Monoidem nazywamy algebre M = (M, +,0) o typie
v = (2,0), dla ktérej spetnione s3 nastepujace aksjomaty:
1. x4+ 0 =0+ x = x dla wszelkich x € M (tzn. 0 jest
elementem neutralnym +) oraz
2. x+ (y+z) = (x+y) + z dla wszelkich x,y,z € M (tzn. +
jest faczne).

Jezeli ponadto spetniony jest warunek
X+y=y+x

dla wszelkich x,y € M, to M nazywamy monoidem
przemiennym (lub abelowym).



Oznaczmy przez K(7) klase wszystkich algebr typu 7. Niech
A=(A{Fi:iel})iB=(B,{G;: i€ l})beda algebrami
podobnymi. Méwimy, ze B jest podalgebra algebry A (oznaczamy
B C A), gdy B C A oraz dla kazdego i € |

Gi = Fi| g,

(symbol | oznacza istotne zacie$nienie). Dalej, niech X C B.
Méwimy, ze X generuje algebre B, gdy B jest najmniejsza
podalgebra algebry A zawierajaca uniwersum zawierajace X.



Niech A= (A, {Fi:ie€l})iB=(B,{Gj: i€ l}) bedy algebrami
podobnymi. Odwzorowanie ¢ : A — B nazywamy
homomorfizmem algebr A i B, co oznaczamy przez ¢ : A — B,
gdy dla kazdego i € I i dla dowolnych ay,...,a, € A, gdzie

n—= ﬁF,':

gb(F,-(al, ey a,,)) = G,-(gb(al), ey gi)(a,,))

Monomorfizm jest to homomorfizm injektywny, epimorfizm to
homomorfizm surektywny, a izomorfizm to homomorfizm
bijektywny.



Odtad tam, gdzie jest to konieczne, milczaco zaktadamy
podobienstwo algebr A i B. Niech K oznacza klase algebr
podobnych. Sposréd licznych konstrukgji na algebrach wyréznimy
trzy: algebry wolne, ilorazowe i produkty algebr. Méwimy, ze A jest
algebra wolngw K ze zbiorem wolnych generatoréw X, gdy X
generuje A oraz dla kazdej algebry B € K i dowolnego
odwzorowania ¢ : X — B istnieje doktadnie jedno przedtuzenie ¢
do homomorfizmu algebr é:A— B. Algebre B nazywamy po
prostu wolng, gdy jest algebra wolng w klasie wszystkich algebr
podobnych do A.



Niech A = (A,{F;: i € I}). Kongruencja algebry A nazywamy
relacie R C A x A taka, ze
1. R jest relacja rownowaznosci,

2. dla kazdego i € I i dla dowolnych ay,...,a, € A, gdzie
n={F;:

jezeli a1Rby,...,anRby,, to Fi(a1,...,an)RG(b1,. .., by).

Niech A = (A,{F; :i € 1}) i niech R bedzie kongruencja algebry
A. Algebra ilorazowg algebry A nazywamy algebre

A/R=(A/RA{FFR:ie ),

gdzie
F,-R([al], ...y [an]) = [Fi(a1, ..., an)],

dla kazdego i € I i dla dowolnych ay,...,a, € A, gdzie n = #F;.
Epimorfizm x : A — A/R dany wzorem

r(a) = [a]

zwiemy epimorfizmem kanonicznym.



Na koniec niech {A;: t € T}, przy czym Ay = (A, {F} 1 i e 1}),
bedzie rodzing algebr podobnych. Produktem tej rodziny
nazywamy algebre

[TA:=([A{G:ic})
teT teT

gdzie
Gi((a%)fﬂ EER) (a?)f) = (Fit(ath ) a?))t

dla dowolnych i € 1, al,...,a% i n = #F;.



