Zestaw zadan 9: Kombinacje liniowe wektoréw.
(1) Pokazaé, ze

a) f€lin(ay,...,an) < lin(ag,...,a,) =lin(5,0q,,a),
b) dla dowolnych i,5 = 1,...,n, i # j oraz x € K, zachodzi réwnosé¢ lin(ay, g, ..., a,) =
lin(al, g, . ..,04_1,045 + T, Oy 1,y .- ,Oén)7
c¢) dla dowolnego i = 1,...,n, oraz * € K, z # 0, zachodzi réwnos¢ lin(aq, ag, ..., ap) =
lin(og, g, ..oy Qu1, TQG, Qiity .y Q).
(2) Sprawdzi¢, czy wektory a oraz 3 sa kombinacjami liniowymi uktadu A wektoréw przestrzeni R*,
jezeli
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Czy zapis wektora o w postaci kombinacji liniowej uktadu A jest jednoznaczny?
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(3) Dla jakiej liczby zespolonej ¢ € C wektor | ¢ | jest kombinacja liniowa wektoréw | —1 41
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oraz | —1 | przestrzeni C3?
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(4) Sprawdzi¢, czy uktad (| —1 |, | @ |, | 3 |) wektoréw przestrzeni C? jest liniowo niezalezny”.
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Przedstawi¢ wektor 3 jako ich kombinacje liniowa.
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(5) Sprawdzi¢, ze kazda kombinacja liniowa X wektorow g ] 0 7z prze-
Ty —1 1 —1
strzeni C* spelnia warunek z; + x5 + 23 + x4 = 0 , a nie kazda spelnia warunek |z4] < 2.
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(6) Znalezé taki wektor | zp | przestrzeni Zj, aby wektory | xzo |, | 0 |, | 1 | byly liniowo
T3 T3 1 1

niezalezne. Ile rozwiazan ma to zadanie?

(7) Zbiér C liczb zespolonych z dziataniami dodawania liczb zespolonych i mnozenia liczb zespolonych
przez liczby rzeczywiste jest przestrzenia wektorow nad cialem liczb rzeczywistych R. Oznaczamy
ja symbolem Cg. Sprawdzi¢, ze kazde trzy wektory z Cg sa liniowo zalezne.

(8) Sprawdzi¢, czy uklad wektoréw (s, ..., a,) przestrzeni K* jest liniowo zalezny, jezeli

1Poj(;cie liniowej niezaleznoéci wektoréow pochodzi od Grassmanna.
1
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Jezeli to mozliwe, przedstawi¢ jeden z wektoréw tego uktadu jako kombinacje liniowa pozostatych.
(9) Wykazaé, ze wektory ay, as, ..., sa linowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych

skalarow aq, as,...a, iby,be, ..., b, z réwnosci a1 + ass + - - -+ ana, = byay +bocs + - - - + b,
wynika, ze a; = by, ag = bs, ..., a, = b,. Wyjasni¢, jaki zwigzek ma ten fakt z pytaniem, zadanym
w zadaniu 2.

(10) Pokazaé, ze niezerowe wektory aq, aa, . . . o sa liniowo niezalezne wtedy i tylko, gdy lin(ay, . .., ay)

lin(ay) @ - - @ lin(ag).

(11) Zbiér R liczb rzeczywistych z dziataniami dodawania i mnozenia przez liczby wymierne jest
przestrzenig wektorowa nad ciatem Q liczb wymiernych. Oznaczamy ja symbolem Rg. Sprawdzic,
ze 1, \/5, \/g sg liniowo niezaleznymi wektorami przestrzeni Rg.

(12) Niech K bedzie cialem, a B C A zbiorami. Dla funkcji f € K oznaczmy f|p element K? taki,
ze dla kazdego x € B zachodzi réwnoséé: (f|g)(x) = f(z). Funkcje f|p nazywamy ograniczeniem
funkcji f do podzbioru B. Jaka prawdziwa implikacje mozna utworzy¢ ze zdan : 7 fi, fa, ..., fn sa
liniowo zalezne w K4”, " fi|g, fa|B, - - -, fulp sa liniowo zalezne w K2 ”? Jaky prawdziwa impli-
kacje mozna utworzy¢ ze zdan : 7 fi, fa, ..., f, sa liniowo niezalezne w K47, " fi|g, falB, .. -, falB
sg liniowo niezalezne w K57 ?

(13) Sprawdzié, czy fi, f2, f3 sa liniowo niezalezne w R®| jezeli

a) fi(z) =1, fo(x) =sinz, f3(x) =sin2z dla z € R,
b) fi(z) =1, fo(x) = sinz , f3(x) = cos 2z dlax € R.

(14) Sprawdzi¢, czy 1, X, X2, ..., X™ sa liniowo niezalezne w przestrzeni wektorowej K[X]. Sprawdzic,
czy dla danego a € K, wielomiany 1, X — a, (X — a)?,...,(X — a)" sa liniowo niezalezne w tej
samej przestrzeni.

(15) Sprawdzié, czy fi, f2,- .., fn sa liniowo niezalezne w R®, jezeli fi(z) = |z — 1| |z —2|----- |z — 1]
dlazeR,i=1,...,n.

(16) Sprawdzi¢, czy %, Xl—l’ X1—27 ce Xl_n sa liniowo niezalezne w przestrzeni Q(X) nad cialem liczb

wymiernych.



