Zestaw zadan 7: Przestrzenie wektorowe.’

(1) Wykaza¢, ze V = C ze zwyklym dodawaniem jako dodawaniem wektoréw i operacja mnozenia
przez skalar

x : CxC—C,

(z,v) +— zxv:=Z-0

jest przestrzenig liniowg nad ciatem liczb zespolonych C.
(2) Niech V bedzie zbiorem liczb rzeczywistych dodatnich, a dodawanie wektoréw niech bedzie mno-
zeniem liczb. Operacje mnozenia przez liczby rzeczywiste okreslimy nastepujaco:

RV =V,

(a,v) — v®

Wykazaé¢, ze wyzej opisana struktura algebraiczna jest przestrzenia liniowg nad ciatem liczb
rzeczywistych R.

(3) Niech K bedzie dowolnym ciatem oraz niech V' = K (zbiér wszystkich nieskoniczonych ciagdéw
elementéw ciata K). Okreslmy dziatania dodawania wektoréw oraz mmnozenia wektoréw przez
skalary z ciata K nastepujaco:

[al,ag,...] + [bl,bg,...] L= [a1 +b1,a2+b2,...],

a-lay,ag,...] @ =laay,aas,.. ]

Pokaza¢, ze wyzej zdefiniowana struktura algebraiczna jest przestrzenia wektorowa nad cialem
K.

(4) Niech A bedzie niepustym zbiorem oraz niech K bedzie dowolnym ciatem. Oznaczmy symbolem
K4 zbiér wszystkich funkcji A — K. Sumg funkcji f : A — K oraz funkcji g : A — K nazywamy
funkcje f+ g : A — K taka, ze (f 4+ g)(a) = f(a) + g(a) dla kazdego a € A. Tloczynem funkcji
f A — K przez skalar = z cialta K nazywamy funkcje zf : A — K taka, ze (xf)(a) = xf(a)
dla kazdego a € A. Pokazaé, ze tak zdefiniowana struktura algebraiczna jest przestrzenia liniowa
nad ciatem K.

(5) Oznaczmy symbolem K[X] zbior wszystkich wielomianéw zmiennej X o wspolezynnikach z ciata
K. Sprawdzi¢, ze z dziatlaniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez elementy
ciala K, zbiér K[X] jest przestrzenia wektorowa nad ciatem K.

(6) Oznaczmy symbolem K (X)) zbiér wszystkich funkeji wymiernych zmiennej X o wsp6czynnikach z
ciata K . Sprawdzi¢, ze z dziataniami dodawania funkcji wymiernych i mnozenia funkcji wymiernej
przez element ciata K zbiér K (X) jest przestrzenia wektorow nad ciatem K.

(7) Macierzq® o m wierszach i n kolumnach nad cialem K nazywamy uktad (prostokatng tabliczke)
mn elementow ciata K (ktore nazywamy elementami albo wspéiczynnikamsi macierzy) utozonych
w m wierszach i w n kolumnach. Element macierzy oznaczamy podajac numer wiersza i numer
kolumny, w ktérych si¢ on znajduje. W macierzach zmiennych na ogoét elementy oznaczamy ta
samg litera z numerem wiersza i numerem kolumny jako indeksami. Macierze zapisujemy w

1Pojecie przestrzeni wektorowej (przestrzeni liniowej) aksjomatycznie zdefiniowal Hermann Giinter Grassmann (5 IV
1809, Szczecin - 26 IX 1916, Szczecin), jako podsumowanie do$wiadczeni matematykéw przynajmniej od czaséw Gaussa.
2Pojecie macierzy wprowadzili angielscy matematycy: William Rowan Hamilton (1805 - 1865), Arthur Cayley (1821 -
1895) i John J. Sylvester (1814 - 1897) w latach 40-tych XIX w.
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(10)

(11)
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nawiasie kwadratowym. Na przyktad dla n = m = 2 réwnosé¢

[%‘]Z{é Z]

oznacza, ze ay; = 1, ajg = 2, as; = 3, age = 4. Zbiér wszystkich macierzy o m wierszach i n
kolumnach nad cialem K oznaczamy symbolem K.
Sumg macierzy A = [a;;] 1 macierzy B = [b;;] nazywamy macierz A + B taka, ze A+ B = [¢;]
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych 7, j zachodzi ré6wno$¢ ¢;; = a;; + b;;. lloczynem macierzy
A = [a;;) przez element a ciala K nazywamy macierz aA tak, ze aA = [c;;] wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdych 4, j zachodzi réwnos¢ ¢;; = aa;;. Wykazac¢ , ze K] z dziataniami dodawania
macierzy i mnozenia macierzy przez element ciala K jest przestrzenia wektorowg nad K.
Macierz S = [s;;] € K] nazywamy macierzg symetryczng, gdy jej elementy s;; spelniaja
warunki: s;; = s;; dla kazdych 4, j. Macierz A = [a;;] € K]’ nazywamy macierza antysyme-
trycznag, gdy jej elementy a;; spetniajg warunki: a;; = —a;; dla kazdych i, j. Sprawdzi¢, ze kazdy
ze zbioréw: zbidr S,, wszystkich macierzy symetrycznych nalezcych do K i zbior A,, wszystkich
macierzy antysymetrycznych nalezcych do K, z dziataniami dodawania macierzy i mnozenia
macierzy przez skalar, jest przestrzenia wektorow nad ciatem K.
Niech A bedzie dowolnym zbiorem, a P(A) niech bedzie zbiorem wszystkich jego podzbioréw.
Dziatanie dodawania w zbiorze P(A) definiujemy nastepujaco: B+C = (B\C)U(C\ B). Mnozenie
elementéw P(A) przez elementy ciata Z, definiujemy w oczywisty sposéb: 0- B =10, 1- B = B.
Sprawdzenie tacznosci dziatania + jest do$¢ ktopotliwe.
(a) Zaktadajac, ze dzialanie + jest taczne, sprawdzié, ze spelnione sa réwniez pozostale aksjo-
maty przestrzeni liniowej.

(b) Wykazaé tacznosé dziatania =+
Jaki warunek musi spetnia¢ dodawanie w grupie addytywnej A, zeby mnozenie elementéw tej
grupy przez elementy ciata Zs zdefiniowane nastepujaco: 0 -a = 0, 1 - a = a bylo rozdzielne
wzgledem dodawania?
Niech V.= C* | U = {(21, 29,23, 21) € V : 21 = 29 = 0}. Wektory dodawaé¢ bedziemy w zwykly
sposob natomiast mnozenie przez skalary definiujemy na cztery rézne sposoby:

a) za=0dlazeCorazaecV.

b) za =adlaz e Coraz a € V.

¢) za = (Rez)a dla z € Coraz a € V.

zagdy zeCiaeU

d) za = Zagdy zeCia ¢ U
Sprawdzi¢, ze w kazdym z czterech powyzszych przyktadow doktadnie jeden z aksjomatow przes-
trzeni liniowej nie jest spetniony.
Jaki wniosek zwiazany z wzajemna zaleznoscig aksjomatéw przestrzeni liniowej mozna wycignac
z tego zadania?
Wykazaé, ze przemiennos¢ dodawania wynika z pozostatych aksjomatow przestrzeni wektorowe;j.



