Zestaw zadan 15: Funkcjonaly dwuliniowe i formy kwadratowe

(1) Sprawdzi¢, czy nastepujace odwzorowania ¢ : R3 x R? — R:

T x I~ o
)|y | |y |)=aa+a% +25 by || Y |)=a +yd +2
z 2 p o
| [ x x’
)&y ||V |)=uaa+2yz' + 22; ey |, |y |)=ar'+ay +2;
z Z/ 2 Z/
EANES x x’
)&(ly . |Y [)=0 nelly ||y =1
z z' = Z/

sg funkcjonatami dwuliniowymi. Ktére z nich sg symetryczne ?
(2) Niech V = R[X], bedzie przestrzenia wektorowa wielomianéw stopnia < n nad ciatem R liczb
rzeczywistych. Odwzorowanie b: V x V — R okreslone jest wzorem

b(F(X), g(X)) = / f(@)g(x)dz.

Wykazaé, ze b jest funkcjonatem dwuliniowym, symetrycznym, niezdegenerowanym, dodatnio
okreslonym. Wyznaczy¢ macierz b wzgledem bazy 1, X, ..., X™.
(3) W przestrzeni ortogonalnej (Q3, £) macierz funkcjonalu dwuliniowego & w bazie

1 2 1
B=( 0 [,[0],]1])
—1 3 1
jest réwna:
2 1 -2 1 1 3 210
)| 1 1 1| b1 0 1| |1 32
-2 -1 2 3 —1 2 ] 01 2
x x
Znalez¢ wzér analityczny na £(| v |, | v |). Znalezé baze prostopadla przestrzeni V.
z z
(4) Funkcjonal dwuliniowy ¢ : Q* x Q* — Q ma w bazie kanonicznej (&1, €, €3, £4) macierz
1 00 —1
0 21 0
0 1 3 1
-1 01 4

Niech W = lin(ey, €1 + €3). Znalezé baze prostopadta przestrzeni W.
2 1 =2
(5) Przestrzen ortogonalna (K3 &), w ktorej & ma w bazie (£1,¢e9,€3) macierz 1 1 -1
-2 -1 2
przedstawi¢ jako sume prostg ortogonalng podprzestrzeni niezdegenerowanej i podprzestrzeni

catkowicie zdegenerowanej.
1



(6) Funkcjonat dwuliniowy € : V' x V' — K ma w pewnej bazie przestrzeni V macierz

[« 1 1 --- 1 17
1 a1 --- 11
11 a --- 11
.. . . . |.Obliczy¢ wymiar V*.
111 - a1
(111 - 1a

(7) Niech char(F') # 2. Sprawdzi¢, ze
a) jesli € jest symetryczng forma dwuliniowg nad F, ¢(o) = &(a, @) i (o, 8) = 3(q(a + B) —
() — g(3)), to ¢ = &
b) jesli ¢ jest forma kwadratowa nad F, £(a, 8) = L (q(a + 3) — q(a) — ¢(3)), N(a) = &(, @), to
N =q.

(8) Niech w przestrzeni Z:* forma kwadratowa wyraza si¢ wzorem

(7))o

€1

. 2 2
a) Wyznaczy¢ uzupelnienie ortogonalne 1 wektora [ Bk

b) Wyznaczyé¢ dopelnienie ortogonalne prostej lin <[ ? })
(9) Niech w przestrzeni Z,? forma dwuliniowa ¢ bedzie okreslona wzorem

(1] [5])-

Wykazac, ze (Zy2, €) jest niezdegenerowang przestrzenia ortogonalna, w ktorej kazdy wektor jest
izotropowy. Wykazac, ze ta przestrzen nie ma bazy prostopadte;j.
(10) Niech w przestrzeni R? forma kwadratowa wyraza si¢ wzorem:

1)q({§D = 2%+ 20y +4° ii)q(BD =2+

a) Wyznaczy¢ uzupehienie ortogonalne wektora

a ¢

b d

1 .
-1
b) wyznaczy¢ wszystkie dopelnienienia ortogonalne prostej lin ({ 4 1)

(11) Niech (V) bedzie przestrzenig ortogonalnag, zas ¢¢ - forma kwadratowa tej przestrzeni. Wykazac,
ze
a) {(a, B) = 0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy ge(a + 5) = ge(@) + ¢¢(B);
b) ge(a+ 3) + ge(a — B) = 2(ge(a) + ¢¢(5)) dla kazdych o, 3 € V;
¢) ge(@) = qe(B) wtedy i tylko wtedy, gdy &(a + 3,a — () = 0;

(12) a) Udowodni¢, ze dla dowolnej formy dwuliniowej & i dowolnych wektorow «, 3 zachodzi
tozsamos$é Cauchy’ego:

q(@)(q(a)q(B) = &(a, BYE(B, @) = q(q(a) B — &(a, B)a);

b) wykazaé, ze dla dowolnych dwoch wektoréw a1 3 z dodatnio okreslonej przestrzeni ortogonalne;j



(13)

(14)

(15)

(17)

(18)

(19)

(V, &) zachodzi nieréwnosé Cauchy’ego:

&(a, 8)? < q(@)q(B).

T

Zmalez¢ baze prostopadla przestrzeni (Q2,€) gdy ¢ Y =yz+xz+ xY.
z
Niech (V&) bedzie niezdegenerowana przestrzenia ortogonalna nad ciatem F| a vy,..., v, - j€j

bazg prostopadta unormowana. Niech
W={xyv1+ - +zv,€Vieg+---+2x, =0}

Wykazaé, ze nastepujace warunki sa rownowazne:

a) char(F) dzeli n;

b) W jest zdegenerowana;

c) Wt cw;

d) W jest zdegenerowana.

Macierz funkcjonatu dwuliniowego ¢ : R® x R3*—R w bazie (g1 + €9 + €3,1 + £3,€3) jest réwna
-1 0 1
0 1 1 |.Znalez¢ uzupetnienie ortogonalne:

1 11
1
a) wektora | 2 |,
0
1
b) podprzestrzeni lin( | 1 |),
1

c¢) podprzestrzeni Sol(X — Z = 0).

Niech ¢ bedzie zwyktym iloczynem skalarnym w przestrzeni F™, a A - macierza o m wierszach i
n kolumnach. Oznaczmy W podprzestrzen F™ generowang przez transponowane wiersze A, za$
A- - przeksztatcenie liniowe v — A - v. Wykazad, ze

a) Wt = Ker(A); b) (Ker(A))t =W, c) dimW + dim(Ker(A-)) = n.
Jaka wtlasno$¢ musi mieé¢ ciato F', zeby dla wszystkich m,n zachodzita réwnos¢ F" = W &
Ker(A-)?
Obliczy¢ (w zaleznosci od parametru a) wymiar radykatu przestrzeni ortogonalnej w ktérej forma
a 1 1 -+ 1
1 a 1 - 1
dwuliniowa ma wzgledem pewnej bazy macierz | 1 1 a - 1
111 - a

W przestrzeni F' macierzy kwadratowych stopnia n nad cialem F' okre$lamy forme kwadra-
towa wzorem q(A) = tr(A?) — (tr(A))%. Wykazaé, ze F" jest sumg prosta ortogonalng swoich
podprzestrzeni A,,(F') macierzy antysymetrycznych i S,(F') macierzy symetrycznych.

W przestrzeni F? macierzy kwadratowych stopnia 2 nad cialem F okreglamy forme kwadratowa
wzorem ¢(A) = det(A). Wykazaé, ze F§ jest suma ortogonalna podprzestrzeni So(F') macierzy
symetrycznych i Ay(F') macierzy antysymetrycznych.



(20) W przestrzeni F' macierzy kwadratowych stopnia n nad cialem F' okre§lamy forme kwadratowa
wzorem q(A) = tr(AT - A). Wykazaé, ze F" jest suma ortogonalng swoich podprzestrzeni S, (F)
macierzy symetrycznych i A, (F') macierzy antysymetrycznych.

(21) Dwa uktady wektoréw (vq,vg, ..., vx) 1 (wy,wa, ..., wy) przestrzeni ortogonalnej (V, £) nazywamy
wzajemnymi wtedy i tylko wtedy, gdy

oy _ ) Ogdyi#j
6(1}171’0]) { 1 gdy Z :J

a) wykazaé, ze jesli uktady wektoréw (vi,ve,...,vx) 1 (wy,ws, ..., wy) sa wzajemne, to
kazdy z nich jest liniowo niezalezny;
b) wykazaé, ze jesli uktad wektoréw (vy, v, ..., vx) niezdegenerowanej przestrzeni ortogo-

nalnej jest liniowo niezalezny, to istnieje dla niego uktad wzajemny;
c) znalez¢ cho¢ jeden uktad wzajemny dla (g1, e5) w przestrzeni (F?,€) jesli

ﬂ)=$2+y2; 62)61({;})22932+wy+y2; 03)61({5}):961/;
d) podaé przyklad przestrzeni ortogonalnej i liniowo niezaleznego uktadu wektoréw, dla
ktorego nie istnieje uktad wzajemny.
e) wykazaé, ze uktad wzajemny z baza jest baza.
oy Ug) 1 (wy,we, ..., wy) beda wzajemnymi bazami niezdegenerowanej przestrzeni
ortogonalnej (V, ). Sprawdzi¢, ze:
a) jesli dwa endomorfizmy ¢, 9 € End(V') maja wtasnosé: bazy (o(v1), o(v2), ..., o(vg)) i

cl) Q<{

(22) Niech (vy,vs,.

(1 (wy), h(ws), . ..

7€ WZOrOwW:_
T

a) £(| 2

€3

X1

b) (| 22

€3

)

Y1
Y2
Ys
Y
Yo
Ys

,(wy)) sa wzajemne, to det(y)det(v)) = 1;
b) endomorfizm ¢ € End(V') taki, ze bazy (p(v1), ©(v2), ..., o(vg)) i (p(w1), p(ws), ..., e(wg))
sg wzajemne, jest automorfizmem ortogonalnym.
(23) Sprawdzi¢, ze dla ustalonej macierzy A € F wzér {(X,Y) = tr(XTAY) okresla funkcjonal
dwuliniowy w przestrzeni F)'. Kiedy ten funkcjonal jest symetryczny? niezdegenerowany?
(24) Wykazaé, ze przestrzen R? z funkcjonalem dwuliniowym € : R?* x R® — R danym ktérymkolwiek

) = T1y1 + Toys + Toyy + T1Y2 + T3ys,

) = (21— 22)(y1 — y2) + (v1 — 23)(y1 — y3) + 733,

jest przestrzenia euklidesowa, natomiast przestrzeti R® z funkcjonatem dwuliniowym ¢ : R3xR3 —
R danym ktorymkolwiek ze wzordw:

X1

) = z1y1 + T2y2,

) = Talr + T1Y2 + T3ys,



T (4
e) (| @2 |, | 2 |) = 21th + @2y2 + T3ys + Toyr + T1Y2 + T3y1 + T1Ys.
xs Y3

nie jest przestrzenia euklidesows. Ktore z tych przestrzeni sg niezdegenerowane?

(25) W przestrzeniach ortogonalnych R? z funkcjonatami dwuliniowymi & okreslonymi wzorami c), d),
e) z poprzedniego zadania wskazaé niezerowe podprzestrzenie catkowicie zdegenerowane.

(26) Niech ¢ : R[X], x R[X],, — R bedzie przeksztatceniem danym wzorem

E(f,g) = / F(Hg (bt

Sprawdzié, ze (R[X],, &) jest przestrzenia euklidesowa. Napisa¢ macierz £ w bazie
(1,X,X?% ..., X")dlan=1,2,3,4.

(27) Niech I bedzie dowolnym niejednopunktowym przedziatem domknietym, a V' niech bedzie do-
wolng skonczenie wymiarowa podprzestrzenia przestrzeni C'(I) i niech

£(f,g) = / (gt

Wykazaé, ze (V,€) jest przestrzenig euklidesowa.
(28) Wykazaé, ze
a) o L B qla+p) = qla) +q(B);
b) suma dwbch wektoréw izotropowych jest wektorem izotropowym wtedy i tylko wtedy,
gdy sktadniki sa do siebie prostopadte.
(29) Niech (V&) bedzie dwuwymiarowa niezdegenerowang przestrzenia ortogonalng nad cialem F w
ktorym 1+ 1 # 0. Wykazaé, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:
i) (V,€) jest przestrzenia izotropowa,
ii) istnieje baza przestrzeni V', wzgledem ktérej macierz funkcjonatu £ jest réwna dla pewnego
ack;
iii) istnieje baza przestrzeni V', wzgledem ktérej macierz funkcjonatu & jest réwna ;
iv) istnieje baza przestrzeni V', wzgledem ktérej macierz funkcjonatu £ jest réwna ;
v) det(x) = —c? dla pewnego ¢ € F™*.
Przestrzen (V&) speliajaca powyzsze warunki nazywamy plaszczyzng hiperboliczng.
(30) Wykazaé, ze kazda niezdegenerowana przestrzen ortogonalna jest izotropowa wtedy i tylko wte-
dy, gdy zawiera ptaszczyzne hiperboliczna.(niech o bedzie niezerowym wektorem izotropowym;
obliczy¢ dim(Ker(£'(«))); rozwazyé wektor 5 € V\Ker(£'(a))).
x
(31) Znalez¢ baze prostopadta przestrzeni (Q3%,&) gdy q(| v |) = yz + z2 + y.
z
(32) Dana jest przestrzen ortogonalna (V, §) nad ciatem Zjs z baza prostopadta unormowana vy, v, vs,
vy. Zmalez¢ cho¢ jedng ptaszcezyzne hiperboliczna U zawartg w V. Sprawdzié, czy jej uzupelnienie
ortogonalne jest ptaszczyzng hiperboliczna.



a
(33) Wykazaé, ze przestrzenie ortogonalne (Z3*, &) i (Z5%, () sa izomorficzne, gdzie ¢¢(| b |) = a® +
c
a
V+cAig(| b |)=a>—b—c
c
(34) Wykazaé, ze jesli q(a) = q(B), to a + [ L «a — (. Sprawdzié, ze tak jest dla o = [ g } i

0
5 1 5 1 M 3 . . .
Q= ( 5 )732 ( 7),5': ( 5)—1—(7 > oraz odcinki PQ), PR, RS, (S i odcinki PS, RQ).

Obliczy¢ wektory PSi }Y)
Wykazaé, ze jesli wektory « i 3 sa izotropowe, to dla kazdych skalarow a,b wektory aa 4 00 i
ac — b3 sy prostopadte.

(35) Wykazaé, ze przestrzen ortogonalna (V,¢) jest anizotropowa wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma
podprzestrzeni zdegenerowanych.

(36) Przestrzen ortogonalna (V&) nazywamy hiperboliczna wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona su-
ma prosta ortogonalng ptaszczyzn hiperbolicznych. Udowodnié¢, ze nad ciatem o charakterystyce
roznej od 2 nastepujace warunki sg réwnowazne:

a) (V&) jest hiperboliczna ;
b) (V&) jest niezdegenerowana i istnieje podprzestrzen U przestrzeni V o wlasnosci U =

1 ‘ . ‘ /
p= [ 7 1 na plaszezyznie R? ze zwyktym iloczynem skalarnym i narysowaé punkty P = < 0 ),

Ut:
c) (V,€) jest niezdegenerowana i istnieja podprzestrzenie U, W przestrzeni V takie, ze
V=Ua&W, {|uxu jest zerowa i &|wxw jest zerowa.
(37) Wykazaé, ze izotropowa przestrzen ortogonalna ma baze ztozona z wektoréw izotropowych (wska-
zoéwka: zatozy¢ niewprost, ze zbiér wektoréw izotropowych zawiera si¢ w hiperplaszezynie at).
(38) Zmnalez¢ rozklad Witta przestrzeni Z,* ze zwyklym iloczynem skalarnym.
(39) Udowodni¢, ze dla kazdego przeksztatcenia ortogonalnego f : (V,§) — (W, () zachodzi inkluzja
Ker(f) C rad(V).

(40) Sprawdzi¢, czy przestrzenie ortogonalne (R?, €), (R?, () w ktorych ge( [ z }) = 22—9?, qC([ Z } ) =

2?2 + 22y + y? s3 izomorficzne.

(41) Pokazaé, ze macierze [ (1) (1) } i [ (1J g } sg podobne nad ciatami Z- i R, ale nie s podobne nad

ciatami Zs i Q.

(42) Niech A bedzie symetryczna macierza stopnia n nad cialem F. Niech ¢ : F™ — F™ bedzie
endomorfizmem o macierzy A w bazie kanonicznej, { - formg dwuliniowg o macierzy A wzgledem
bazy kanonicznej, ¢ - zwyklym iloczynem skalarnym. Wykazaé, ze:

a) wektory wtasne endomorfizmu ¢ nalezace do réznych wartosci wtasnych sa prostopadle do
siebie wzgledem ( i wzgledem ¢&;

b) jesli baza (vy,...,v,) przestrzeni F" jest bazg prostopadta zaréwno dla ¢ jak i dla &, to jest
to baza ztozona z wektoréow wlasnych endomorfizmu ¢.



(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

7

Udowodni¢, ze przestrzenie ortogonalne nad ciatem F', w ktorych funkcjonaty dwuliniowe maja

(1) (1) i 8 2 } sg izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy a jest sumg dwoch kwa-

dratéw elementéw ciala F.

Czy macierze [ Lo } i [ 30 ] ({ Lo ] i { [ }) sg podobne nad ciatem R? nad ciatem

macierze

0 1 0 3 01 07
Q 7 (Sprawdzi¢, ze liczby 3 oraz 7 nie sa sumami dwbch kwadratéw liczb wymiernych).
Twierdzenie Lagrange’a gtosi, ze kazda dodatnia liczba wymierna jest sumg czterech kwadratow
liczb wymiernych. Wykazad, ze dla kazdej dodatniej liczby wymiernej r przestrzenie ortogonalne
(Q%,6) 1 (Q4,¢), w ktérych funkcjonalty dwuliniowe maja wzgledem baz kanonicznych macierze
a

I oraz rl, sg izomorficzne. (Wskazowka: jesli r = a? + b* + ¢ + d?, to zbadaé wektory b ,

c
d
w przestrzeni z macierza I).

Sprawdzié, czy przeksztalcenia ¢, € End(R[X]s):

(X)) = F(-X) (X)) = X° - [(5)

sa automorfizmami ortogonalnymi przestrzeni ortogonalnej (R[X]s, &), jesli

aaﬁm—jf@mmm

5
b) f(ao +G1X +CL2X2 +(13X3 +CL4X4 +G5X5,b0 +b1X+b2X2 "‘bg)(5 +b4X4 +b5X5> = Z Cbibi
1=0

1 2 3 1 30
Czy macierze | 2 0 -1 [i]| 3 1 1 | sgpodobne
3 -1 3 015
a) nad ciatem liczb rzeczywistych? b) nad ciatem liczb wymiernych?

Wykazaé¢, ze dla a,b € F* macierze al i bl stopnia 2 sa podobne nad cialem F wtedy i tylko
wtedy, gdy ab jest suma dwoch kwadratow w F'.

(48) Wykazaé, ze dla a € F* macierze I i al stopnia 4 sa podobne nad cialem F wtedy i tylko wtedy,

(49) Wykazaé, ze dla a,b € F* macierze [ i

gdy a jest suma czterech kwadratow w ciele F'.(Wskazéwka. Por6wnaé z zadaniem ze str. 6.)
stopnia 4 sg podobne nad cialem F' wtedy

i tylko wtedy, gdy a jest sumg czterech kwadratoéw i ab jest suma dwoéch kwadratow..

(50) Zbudowaé izomorfizm przestrzeni ortogonalnych (V,£) i (W, () nad ciatem Zs lub udowodni¢, ze

nie s one izomorficzne:
1 0 0 1
a) £ i ¢ maja wzgledem pewnych baz macierze | 0 —1 0 i| O
0 0 -1 0

odpowiednio;

o= O
_ o O



b) £ jest zwyktym iloczynem skalarnym w V' = Zs 4, a g¢c(zwy + yws + zws + twy) = zy + 2t dla
pewnej bazy (wy, wq, w3, wy) przestrzeni W.

(51) Niech (vy,vq,...,v,) bedzie baza prostopadla unormowana przestrzeni ortogonalnej (V,€), a
(u1,ug, ..., uy,) - dowolnym uktadem wektoréw. Udowodnié, ze macierz P = [£(v;, u;)], jest ma-
cierza przejcia od (vy, va, ..., v,) do (ug, ug, ..., upy).

(52) Znalezé baze ortogonalna przestrzeni ortogonalnej (V,§), jesli:
a) V = R?, a macierz funkcjonatu dwuliniowego ¢ : R*xR?* — R w bazie (1 + &5 4 €3, 1 + €3, €3)

-1 0 1
jestréwna | 0 1 1 [;
1 11
x
b) V=R a g ‘Z ) =22z +yz — zy;
t

c) V =Z:>3, a macierz £ w bazie kanonicznej jest réwna

— = O
_— O
O~ =

(53) Zmnalez¢ baze prostopadla unormowang przestrzeni (Q?, &) w ktorej g( [ ; } ) = 222 +2y%. Czy ma

bazg prostopadla unormowang przestrzen (Q?,¢), w ktérej q([ ; ]) = T2? + Ty?? (Wskazowka:

zadanie str. 7)
(54) Metoda Jacobiego znajdowania podobnej macierzy diagonalne;.

a) Niech A; = G¢(vy,...,vi) bedzie macierza Grama ukladu poczatkowych i wektoréw spordd
wektoréw vy, ..., v, a uy, ..., ur beda wektorami otrzymanymi z vy, ..., vx za pomocg ortogona-
lizacji Grama. Wykazaé, ze jesli vy, ..., v sa liniowo niezalezne i lin(vy, ..., vx) jest anizotropo-
det(A
wa, to Ge(us, ..., u;) jest macierzg diagonalng majaca na przekatnej skalary det(A;), ﬁ,
€ 1

det(As) det(Ay)

det(Ag)" " det(Ax_1)
b) Niech dla macierzy symetrycznej A = [a;;] stopnia n macierze A; = [a1;], A2 = [ ZH 212 },

21 (22
.., A, = Amaja wyznaczniki rézne od 0. Udowodni¢, ze macierz A i macierz diagonalna, majaca

det(Ay) det(As) det(Ay)

det(Ay)’ det(Az)” ~ det(A,_1)
(55) Metoda Lagrange’a znajdowania podobnej macierzy diagonalnej.
Niech w niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej (V, £) wzér na wartosé formy kwadratowej

na przekatnej skalary det(A;), sg macierzami podobnymi.

T

T2
q( . ):F(‘rlvx%'”axn)



w zaleznosci od wspoétrzednych w bazie (vy, ..., v,) dany bedzie wielomianem
F(Xl,XQ, ce 7Xn) = Z ZCLZ]X,LXJ
i=1 j=i

Tworzymy ciag wielomianéw:
krok 1.
1) Jeéll a1 7£ 0, to

F(X1, Xo,...,X,) =an X, —I—ZathX +ZZ%

=2 j=1

n

2
1
dodajac i odejmujac (— Z ah»XlXZ-> i oznaczajac Y7 = X; + —— Z a1;X;, b1 = an

2a
1= i=2
przepisujemy wzér 1 w postaci

F(Xl,XQ,...,Xn) :bl}/12+F1(X2,...,Xn)

n 2
gdzie [y (Xa,..., X Z Z ai XX, — ( ;H Z Cl1z‘X1Xi> ;

=2 j=t

n

ii) jesli a1; =0, to

F(X1, X, ..., X,) = ZaMXlX +ZZ%XX

=2 j=1

i jesli k jest najmniejszym takim numerem, ze ay, # 0 (dlaczego istnieje takle k?), to

oznaczamy Zp = Z a1;X; — X1, wyliczamy z tej rownosci X, = (Z;C + X — Z a1; X;)
X A1k
i=k i=k+1
i wstawiamy do wielomianu F'; porzadkujemy otrzymane wyrazenie doprowadzajac je do
postaci

F(X1,Xo,...., %) =X1(Z + X0) + F'(Xay ..., Xo1, Ziy Xit1s -+, Xin)

i to wyrazenie przeksztalcamy jak w przypadku i).
krok 2. po wykonaniu kroku 1. i uzyskaniu wyrazenia

F(Xl,XQ,...,Xn) :b1Y12+F1(X2,...,Xn)

stosujemy krok 1. do wzoru F;(Xs, ..., X,,) na warto$¢ formy kwadratowej na wektorze z prze-
strzeni lin(ve, . . ., v,); uzyskane Wyrazenle Fi(Xy,...,X,) = 0Y,2+ Fp(X3, ..., X,) wstawiamy
do wzoru F(Xj, XQ, LX) =0 2+ By (X, ,Xn) i uzyskujemy wzor

F(X1,X,...,X,) =bY 2+ Y, 2 + Fy(Xs,..., X))

krok m. jesli po wykonaniu krokow 1,2, . — 1 mamy wzdér
F(X17X27...,Xn):bl}/l2+ +bm 1Y 1+Fm 1(X ---7Xn>7
to stosujemy krok 1. do wzoru F,,_1(X,...,X,) na warto$¢ formy kwadratowej na podprze-

strzeni lin(vy,, . . ., v,); rezultat F, (X, ., Xp) = 0 Yo, 24 Fon( X1, - - -, X)) wstawiamy do
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(56)

(57)

(60)

wzoru uzyskanego w kroku m — 1.
Ostatecznie po n krokach uzyskujemy wzor

F(X17X27"'7Xn):bl}/12+”'+bnyn2-

a) sprawdzi¢, ze macierz diagonalna diag(by, . . ., b,) jest macierza funkcjonatu £ wzgledem pewnej
bazy prostopadtej przestrzeni V;

b) sprawdzi¢, ze funkcjonaty liniowe fi,..., f, takie, Ze fl(z rv;) = Yi(xqy,...,x,) dla i =
j=1
1,2,...,n tworza baze przestrzeni sprzezonej V'*.
Stosujac metode Jacobiego i metode Lagrange’a znalez¢ dwoma sposobami macierz funkcjonatu
dwuliniowego w pewnej bazie prostopadtej i porownacé objeto¢ obliczen:
a) F(xy,m9) = 2,° + 2109 + To%; b) F(x1,xs,3) = 129 + Toxg + T173
¢) F(xy, 1y, 23) = 992> — 122129 + 487173 + 130252 — 602273 + T1x%;
d) F(x1, 12,73, 74) = 1,2 + 425° + 8132 — 1% — 4z 109 + 62173 — 120973 + 27324;
e) F(x1,Ta, 13,74, T5) = 0,2 +4x,2+815% —1,° — 421 09 +621 03— 120973+ 22374+ T2 T5 — T4 T5.

Zbudowac¢ macierz diagonalng podobna do macierzy
110 010
a) |1 1 11; by|1 0 1
010 010

nad ciatem F'.

Znalez¢ przynajmniej jedna macierz nieosobliwa P € GL,,(Q) taka, ze macierz PTAP jest diago-
nalna, jesli

110 11 1 e
a)A=1|1 2 2|, byA=|15 -1/, A=, 11
02 3 1 -1 5 ]
[2 110
120 1 2 1
hA=171021]| gA=17 5|
01 1 2 i

Niech A bedzie macierzg kwadratowg stopnia n o wyrazach rzeczywistych. Podaé¢ warunek ko-
nieczny i wystarczajacy na to, by réwnanie A = XTX mialo rozwiazanie X € GL,(R). (Wska-
zowka: jakie réwnowazne réwnanie spelnia niewiadoma Y = X 1?7 czy to réwnanie ma zwigzek z
izomorfizmami przestrzeni ortogonalnych?).

Znalez¢ przynajmniej jedna macierz nieosobliwa P € GL, (R) taka, ze PTP = A, jesli
5 1 5 9 11 1] 11 1
@A:{15} mA:[23} gA=|12 1|, d)A=|1 5 -1
113 1 -1 5

Czy istnieje rozwiazanie P € GL3(Q)?
1 2 -5 =5
2 5 =12 —-13

-5 —12 30 33

-5 —13 33 39

Znalez¢ cho¢ jedno rozwiazanie X € GL4(R) réwnaniaX7X =
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(61) Sprawdzi¢, ze w przestrzeni F" ze zwyklym iloczynem skalarnym

a) dla n = 2: wektorem prostopadtym do { “ } jest { ;b ];

b
b e
a d < af d
b) dla n = 3: wektorem prostopadtym do | b | i | e | jest | — c f ‘ ;
/ a d
¢) dla dowolnego n: wektorem prostopadtym do vy, vy, ..., v,_1 jest ostatnia kolumna macierzy

dolgczonej do macierzy [ Ul Vg - Up_q * }



