Zestaw zadan 14: Wektory i wartosci wlasne

(1) Niech V- =V} @ V; bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K, w ktérym 1+ 1 # 0. Znalezé
wszystkie podprzestrzenie niezmiennicze rzutu V na V) wzdhuz V5 oraz symetrii V' wzgledem V;
1 wzdluz Vs.
(2) Zalbézmy, ze ¢ € End(V). Pokazad, ze
a) jezeli W < V oraz Imp C W, to W jest podprzestrzenia niezmiennicza endomorfizmu ¢.
b) jezeli W jest podprzestrzenia niezmiennicza endomorfizmu o, to (W) oraz ¢~ (W) sa
réowniez podprzestrzeniami niezmienniczymi endomorfizmu ¢.
c) jezeli Wi oraz Wy sa podprzestrzeniami niezmienniczymi endomorfizmu ¢, to Wy N Wy oraz
lin(Wy; U W) sa réwniez podprzestrzeniami niezmienniczymi endomorfizmu ¢.
d) jezeli ¢ € Aut(V) oraz W jest podprzestrzenia niezmiennicza ¢, to W jest podprzestrzenia
niezmienniczg !

(3) Niech ay, ..., a; beda parami r6znymi liczbami rzeczywistymi. Znalezé wszystkie podprzestrzenie
L1 a1y
niezmiennicze endomorfizmu ¢ € End(R¥), o(| @ |) = :
T QT

(4) Zatézmy, ze p, € End(V) oraz ¢ o) = 1) o . Pokazaé, ze jezeli W jest podprzestrzenia nie-
zmiennicza endomorfizmu ¢, to (W) jest rowniez podprzestrzenia niezmiennicza . Zauwazyc,
ze w charakterze 1) mozna wziaé¢ ¢*, k € N.

(5) Znalez¢ wszystkie podprzestrzenie niezmiennicze endomorfizmu ¢ przestrzeni linowej R[X],, okre-
slonego wzorem ¢(f) = f’, f € R[X],.

(6) Endomorfizm ¢ € End(C?) ma w bazie A = ({ : } , [ (z) }) macierz

1
O[3 |4 )

Znalez¢ wartosci wlasne 1 wektory wtasne endomorfizmu ¢. Jakie bedzie rozwiazanie, jezeli za-

tozymy, ze A jest bazg standardowsa ? Jakie bedzie rozwigzanie, jezeli zatozymy, ze ¢ € End(R?)?

(7) Macierz A jest macierza endomorfizmu ¢ € End(C") w bazie standardowej. Obliczy¢ wartosci

oraz wektory wtasne endomorfizmu . Skonstruowaé (o ile to mozliwe) baze przestrzeni C" zto-

zona z wektoréw wtasnych . Znalezé (o ile to mozliwe) macierz C' € GL(n,C) taka, ze macierz
C~1AC jest macierzg diagonalng.
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WA=1g 00 o|WA=] ¢ g0 1 |"WA=| 3 ¢ ¢ 1
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(8) Obliczy¢ wielomian charakterystyczny endomorfizmu, ktéry w pewnej bazie ma macierz postaci

—Ap—1 —AQp—2 - —a1 —Qo o0 --- 0 —AQag

1 0 e 0 0 10 - 0 —mu

2) 0 Lo 0 0 [.p) |01 - 0 —a
0 0 . 1 0 00 --- 1 —a,_1

Czy kazdy wielomian unormowany, z doktadnoscig do znaku, moze by¢ wielomianem charak-
terystycznym jakiegos endomorfizmu 7
(9) Pokaza¢, ze odwzorowanie ¢ : R[X],, — R[X], okre$lone wzorem ¢(f(X)) = f(aX +b), gdzie
a,b sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi, a # 0, %1, jest przeksztatceniem liniowym. Znalez¢
wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu .
(10) Zalézmy, ze f € K[X]. Pokazaé, ze
a) kazdy wektor wtasny endomorfizmu ¢ przestrzeni liniowej V' (nad K) jest wektorem wtasnym
endomorfizmu f(p);
b) jezeli \ jest wartoscig wlasna endomorfizmu ¢ przestrzeni liniowej V' (nad K), to f()\) jest
wartoscia wtasna endomorfizmu f(¢p).
(11) Znalezé wartosci whasne oraz odpowiadajace im podprzestrzenie wektoréw wlasnych endomor-
fizmow liniowych rzeczywistych przestrzeni wspoétrzednych o nastepujacych macierzach w bazie

kanonicznej
-3 4 1 1 1 2 2 4
oS4 [V A ey A ofii]
5 6 =3 0 01 0 2 1
e)| -1 0 1 |; OO0 1O0]; (g | -2 0 3
1 2 -1 100 -1 =3 0

(12) Znalezé wartos$ci whasne oraz odpowiadajace im podprzestrzenie wektoréw wlasnych endomor-
fizméw liniowych zespolonych przestrzeni wspoéhrzednych o nastepujgcych macierzach w bazie

kanonicznej:

-1 2 0 a

a)__% 2]’b)[—a O]dlaaER,

0 1 0 --- 0 07

-1 0 1 -~ 0 O
o -10 --- 0 0

c) . .
o o0 0 -+ 0 1
o o0 0 -+ =10

(13) ZaléZI_ny, ze a’® jest wartodcig W—lasn@ endomorfizmu ¢*. Pokaza¢, ze a lub —a jest wartodcig
wtasng endomorfizmu ¢.
(14) Znalezé wzér na elementy macierzy A", jezeli A =

(a){; g} (b){_Og ?} (C)[—ll H (d)[; —22}

W kazdym z przypadkéw obliczyé A9,
(15) Znalezé wzér na n-ty wyraz ciagu a,, gdy



3

a) ag = 0, ap = 1, apyo = Gpy1 + a, (ciagg Fibonacci’ego'; uzyskany wzoér nosi nazwe wzoru
Bineta?),
b) ag =1, a1 = 2, apq2 = 3a, — 2ap41.
(16) Pokaza¢, ze jezeli ¢ € Aut(V), to ¢ oraz ¢~' maja te same wektory wtasne.
(17) Pokazaé, ze jezeli v, € End(V) oraz o o) = 1p o p, to V(a,¢) := {a € V : f(a) = aa} jest
podprzestrzenig niezmiennicza endomorfizmu .
(18) Niech ¢ : C? — C? bedzie endomorfizmem liniowym. Udowodnié, ze istnieje taka baza przestrzeni

0 Cy 0 C1
(19) Dla dowolnych dwdch endomorfizméw ¢, ¢ skoficzenie wymiarowe]j przestrzeni wektorowej udo-
wodni¢, ze:
) tr(p 0 v) = tr(v o )
b) wielomiany charakterystyczne endomorfizméw ¢ o ¢ i 9 o  sa réwne.
¢) Ktore z endomorfizméw z zadan 11 1 12 sa diagonalizowalne?
(20) Dla jakich wartosci parametréow a, b, ¢ przebiegajacych zbior elementow ciata K macierze:

o5 [5G

sg diagonalizowalne 7
(21) Niech K bedzie ciatlem algebraicznie domknietym i niech A € K. Udowodnié, ze

C?, w ktérej ¢ ma macierz a 0 } lub { a1 } dla pewnych ¢, co € C.

a) jesli ay, ..., a, sa wszystkimi warto$ciami wlasnymi A, to dla dowolnej liczby naturalnej r
skalary af,...,al sa wszstkimi warto$ciami wlasnymi A",

b) jesli A jest macierza nieosobliwa i ay,...,a,, sa wszystkimi wartosciami wlasnymi A, to
ay #0,...,a, #01ia;’, ... a. sa wszystkimi wartoéciami wtasnymi macierzy A=

(22) Niech ¢ : R[X]3 — R[X]3 bedzie przeksztalceniem danym wzorem ¢(f(X)) = (X + 3)f(X))".
Sprawdzi¢, ze ¢ jest przeksztatceniem liniowym i obliczy¢ jego wartosci wlasne i wektory wtasne.

(23) Udowodnié, ze jesli endomorfizmy ¢ : Vi — Vi i g @ Vo — V5 sa diagonalizowalne, to endo-
morfizm Hom(py, o) : Hom(Vy, Vo) — Hom(Vy, V) okreslony wzorem 1) +— g 0 1) 0 1 tez jest
diagonalizowalny. Wyrazi¢ jego wartosci wlasne i wektory wtasne przez wartosci wtasne i wektory
wlasne endomorfizmow @1, .

(24) Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni endomorfizméw End (V') przestrzeni wektorowej V' nad
algebraicznie domknietym cialem skalaréw. Zatézmy, ze dla kazdych ¢, € A zachodzi réwnoéc¢
p oy = P op. Udowodni¢, ze istnieje wektor av € V', ktéry jest wektorem wlasnym wszystkich
endomorfizméw ¢ € A.

(25) Niech f(X) € K[X] bedzie wielomianem, a ¢ - endomorfizmem przestrzeni wektorowej V. Wyka-
zaé, ze jesli v € V jest wektorem wlasnym endomorfizmu ¢ nalezacym do wartosci wtasnej o, to v
jest wektorem wlasnym f(¢) nalezacym do wartosci wlasnej f(a): p(v) = av = f(p)(v) = f(a)v.

(26) Wyznaczy¢ wszystkie takie macierze A € K3 dla ktérych réwnanie X ! { (1) 1 ] X = A nie ma
rozwigzania.

Fibonacci (wl. filius Bonacci - ”syn Bonaccie’ego”), wi. Leonardo z Pizy, 1180 - 1240, autor Liber Abaci i Practica
Geometriae, sformulowal sltynne zadanie o rozmnazaniu sie krolikow, ktore uwaza sie za poczatek jednego z trzech dzialéw
ekologii - teorii populacji; ilos¢ par krélikéw w roku n w tym zadaniu jest n-tym wyrazem ciagu Fibonacci’ego.

2Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856) - matematyk i astronom francuski; wprowadzil termin ” -funkcja” ; zajmowat
si¢ réwniez liniowymi réwnaniami réznicowymi ze zmiennymi wspolczynnikami.



(27) Wyznaczy¢ wartosci wlasne endomorfizmu ¢ = p? — 2¢ + 3Ides, jedli A = jest
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macierzg ¢ w bazie kanonicznej przestrzeni C3.

M,

. Wyprowadzi¢ wzér na wyraz ogolny

O e

(28) Niech a € Q, My = [a], M,41 =

—_

S

ciagu det (M,,).
29) Wyznaczy¢ wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu ¢ przestrzeni Q?, jesli jego macierz
¥
A wzgledem bazy kanonicznej spetnia rownosé

-1

1 4 3 2 1 4 3 2 4 0 00
21 4 3 A 2143 10100
321 4 321 4 00 20
4 3 2 1 4 3 2 1 000 5

(30) Wyznaczy¢ dimV (1, ¢) i dimV (=1, ), sprawdzié, czy ¢ jest diagonalizowalny, gdy ¢ ma w
pewnej bazie macierz A:

1 4 10 20
0 =6 —20 —45 P
a) A=\ 4 15 36 |'V=@
0 -1 —4 10
[ 10 20 35 56
| —20 —45 —84 —140 .
b)A=1 15 36 70 120 |V=
| 4 10 —20 -35
1 6 20 50 140 140 7
0 —16 —70 —195 —560 —560
|0 26 125 366 1064 1064 P
)A=10 31 _154 —460 —1344 1344 |V =@
0 4 20 60 176 175
L0 4 20 60 175 176

W kazdym przypadku obliczyé¢ A%, A~! i wielomian charakterystyczny A.
(31) Wykaza¢, ze dla dowolnego endomorfizmu ¢ € End V', jedli p? = ¢, to ¢ i Idy — ¢ sa diagonali-
zowalne.
(32) W zaleznosci od macierzy A € K2 wyznaczy¢ wartoéci wlasne endomorfizmu j € End K2 okre-
slonego wzorem p(X) =A- X.

1 4 2
(33) Dla macierzy A= | 0 —3 -2
0 4 3

a) wyprowadzi¢ wzér na A™;
b) znalez¢é wszystkie rozwiazania X € K3 réownania X? = A, dla K = Q,R,C, Zs, Z,.
(34) Zbiér Q(¥/2) = {a + b2+ cV/4: a,b,c € Q} jest podciatem ciata liczb rzeczywistych R.



(35)

(36)

(37)
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a) Sprawdzié¢, ze Q(+/2) jest przestrzenia wektorowg nad ciatem Q i znalezé choé jedna baze
tej przestrzeni.
b) Znalezé wielomian charakterystyczny, wartosci wtasne i wektory wtasne endomorfizmu ¢
przestrzeni Q(v/2) gdy ¢(z) = v/2z.
¢) Wiedzac, ze y = 1— /24 3v/4 jest jedynym rzeczywistym pierwiastkiem wielomianu f(X) =
X3 —3X?%2+421X — 125, wyznaczy¢ wielomian charakterystyczny i wartoéci wlasne endomorfizmu
1 przestrzeni Q(v/2) ) takiego, ze y(x) = y.
5 15
—10 —40
10 45
-5 =24
1 5

Sprawdzi¢, czy endomorfizm, majacy wzgledem pewnej bazy macierz A =

OO = OO
S oo~ O
SO oo

jest diagonalizowalny. Obliczy¢ A1

Endomorfizm ¢ przestrzeni C* ma wzgledem bazy kanonicznej macierz A =

DN W =~ =
W = =N
=~ = N W
— N W

a) Sprawdzi¢, ze wektory

1
} -1 ! - sg wektorami wlasnymi ¢.

1 o -1 || -1
1 -1 —1 1
b) Niech P bedzie taka macierza, ze Pt AP jest macierza diagonalna. Obliczy¢ wektory wlasne
i wartoéci wtasne macierzy PPT.

Niech ag, ay, ..., an_1 € K. Cyrkulantem lub wyznacznikiem cyklicznym ciagu (ag, ay, ..., a,_1) na-
Qo ap Q2 -+ dp-1
ap-1 Qo A1 -+ Gp-2
zywamy wyznacznik macierzy A = | n-2 Qn-1 @0 - @n-3 | Niech ¢ bedzie pierwiastkiem
ay a9 as --- Qo

stopnia n z 1 w ciele K (lub pewnym rozszerzeniu tego ciala) i niech f(X) = ag+ a1 X + ... +
a1 X" € K[X].

1

£

a) Sprawdzi¢, ze wektor g? jest wektorem wlasnym macierzy A nalezacym do wartosci

wlasnej f(¢e).
b) Obliczy¢ wyznacznik macierzy A.



