Zestaw zadan 13: Macierze przeksztalcen liniowych
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(1) W przestrzeni K3 wybranobazy As = (| 1 |,| 2 |,]| 0 |)orazBs= (|0 |, 1|, 0]),
0 1 | 1 0 0 1
2 ] 1 0 -2
. . 4 1 1 1 0
natomiast w przestrzeni K* wybrano bazy Ay = ( ol Z1l: 1211 o ) oraz By =
1] 1 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0 . . C
( ol 1ol 11110 ). Znalez¢é macierz przeksztalcenia liniowego ¢ : K™ — K™ w ba-
0 0 0 1
zach A, oraz B, (A, oraz A,,; B, oraz B,,; B, oraz A,,), jezeli:
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L~ | Ytz = 2 +4y + 2
(2) Niech ag,a1,...,a, € K, n,m € N. Znalez¢é macierz przeksztalcenia liniowego ¢ : K[X], —

K™ okredlonego wzorem:

1/}(10(X)) = (w(a0)7 w(a1)> s ,w(am))

dla w(X) € K[X], w bazach: (1, X, X? ..., X") przestrzeni K[X], wielomianéw stopnia < n
oraz bazie standardowej przestrzeni K™*!. Jak si¢ ta macierz nazywa, gdy n = m?
(3) Niech V = R[X],, natomiast przeksztatcenie § : V' — V niech przyporzadkowuje wielomianowi
jego pochodna. Pokaza¢, ze § jest endomorfizmem przestrzeni V' oraz znalezé macierz § w bazie:
a) (1, X, X2,...,X"),

b) (1,X —¢, (X;C)Q s (X;f)n), gdzie c jest ustalong liczbg rzeczywistg.

(4) Niech V bedzie podprzestrzenia przestrzeni Cy(R) wszystkich funkeji rzeczywistych ciagtych roz-
pieta przez cosx oraz sinz, a przeksztalcenie § niech bedzie przeksztatceniem, przypisujacym
funkcji jej pochodna. Sprawdzié¢, ze d jest endomorfizmem przestrzeni V' oraz znalezé jego ma-
cierz wzgledem bazy (cosz,sin ).

(5) Wybierzmy A = [ Z Z
B € K2. Wykazaé, ze ¢ jest endomorfizmem przestrzeni K3 i znalezé macierz tego endomorfizmu
wzgledem bazy (11, Eia, Eai, Eas).

(6) Niech ¢ : K? — V; bedzie rzutem, a ¢ : K — K? symetria wzgledem V) i wzdtuz Vs, gdzie:

a) Vi = lin(ey, e2), Vo = lin(ey + €3),

} € K3 i okre§lmy odwzorowanie y: K3 — K3 wzorem ¢(B) = BA dla

1
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b) Vi = lin(eq,e2), Vo = lin(eg + €3),

c) Vi =lin(e1 + €9,€2), Vo = lin(e; + €3).
W kazdym przypadku znalez¢ macierz ¢ w bazach (g1, €9, e3) przestrzeni K2 oraz (1,&5) prze-
strzeni V;. Znalez¢ macierz 1) w bazach (g1, e9,¢3) oraz (g1, 9,61 + €3) przestrzeni K3. Zwroci¢
uwage, ze 1 jest endomorfizmem przestrzeni K? i znalezé macierz tego endomorfizmu w bazie
(€1,€2,€3).

(7) Niech f:V — Wy x Wy, f(v) = (fi(v), f2(v)) bedzie przeksztalceniem liniowym z zadania 12,
Zestaw 77 str. 7?7. Niech A; bedzie macierza f; w bazach A przestrzeni V' oraz B; przestrzeni
W;. Znalezé macierz przeksztatcenia f w bazach A przestrzeni V' oraz (B; x {6}) U ({0} x By)
przestrzeni Wy x Ws.

(8) Niech ¢ : Vi @ Vo — W, p(v1 + v3) = @1(v1) + wa(v2), bedzie przeksztatceniem liniowym z
zadania 14, Zestaw ?7, str. 7?7. Niech A; bedzie macierza ¢; w bazach A; przestrzeni V; oraz B

przestrzeni W. Znalezé macierz ¢ wzledem baz A; U Ay przestrzeni Vi & V, oraz B przestrzeni
wW.

1 —1 2
(9) Przeksztalcenie liniowe ¢ : K? — K? wzgledem baz ([ ; } , [ _01 })oraz( 11,1 0 [,]0])
1 1 0
1 -1
ma macierz | 0 2 |.Znalez¢ wzér (analityczny) na gp({ . })
3 -2 Y
1 11
(10) Endomorfizm v przestrzeni K ma w bazie (£1, 9,61 + €3) macierz | —1 0 2 ] . Znalez¢ wzbr
3 2 4
analityczny opisujacy .
1 21
(11) Endomorfizm 1) przestrzeni R® ma w bazie (e; — €9, 9,61 + €3) macierz | —1 0 2 |. Znalezé
3 21
1
baze jadra i baze obrazu przeksztalcenia . Czy wektor 1 nalezy do jadra 7 Jaki jest
—1
0
obraz wektora | 1 |7
0

(12) Niech A bedzie macierza przeksztalcenia liniowego v : V- — W wzgledem bazy A przestrzeni V
oraz bazy B przestrzeni W. Jak sie zmieni macierz A, gdy:
a) w bazie A zamienimy i-ty wektor z j-tym?
b) w bazie A zastapimy i-ty wektor jego iloczynem przez skalar a # 07
¢) w bazie A dodamy do j-tego wektora wektor i-ty pomnozony przez skalar a # 07
d) w bazie B zamienimy k-ty wektor z [-tym?
e) w bazie B zastapimy k-ty wektor jego iloczynem przez skalar a # 07
f) w bazie B dodamy do [-tego wektora wektor k-ty pomnozony przez skalar a # 07
(13) Niech A bedzie macierza endomorfizmu 7 przestrzeni V' wzgledem bazy A przestrzeni V. Jak sie
zmieni macierz A, gdy:
a) w bazie A zamienimy i-ty wektor z j-tym?
b) w bazie A zastapimy i-ty wektor jego iloczynem przez skalar a # 07



c¢) w bazie A dodamy do j-tego wektora wektor i-ty pomnozony przez skalar a # 07

12 0 1
(14) Endomorfizm v przestrzeni R* ma wzgledem bazy standardowej macierz g (5) _31 ? Zna-
1 2 1 3

lez¢ mozliwie szybko macierz v wzgledem bazy:
a) (e1,€3,€9,84), b) (61,61 + 2,61 + 62+ €3,61 + &2 + 3 + €4).
(15) Endomorfizm A przestrzeni V nazywamy homotetig, jezeli istnieje skalar a taki, ze A(v) = av dla
kazdego v € V. Wykaza¢, ze
a) A jest homotetia < Ao @ = p o A dla kazdego ¢ €End(V),
b) A jest homotetia < A ma taks sama macierz wzgledem kazdej bazy V.
(16) Macierz przeksztalcenia ¢ : K? — K? w bazie (g1, €9, €3) ma postaé
x % 0 x % 0 x x 0
a) | = « 0|, by | * 0], ¢)|* % 0
S| * x 0 0 0 =
Jakie wtasnosci przeksztalcenia ¢ mozna stad odczytaé ?
(17) Udowodnié¢, ze macierz przeksztatcenia ¢ : K™ — K™ w bazie (€1,€9,...,&,)

a) ma postac [ 61 g } dla pewnej macierzy A stopnia k < p(lin(ey, €9, ...,6x)) C lin(ey, €9, ..., Ex);

A
b) ma postaé 0B dla pewnej macierzy A stopnia k i pewnej macierzy B stopnia n — k

< p(lin(ey, e9,...,ex)) Clin(er,e9,...,6x) 1 @(lin(egrr, ..., en)) Clin(egst, .-, En).
(18) W przestrzeni R" dane sg bazy A oraz B. Oznaczmy przez £ baze standardowa (1,9, ...,&,).
Znalez¢ macierze przejscia od € do A, od € do B, od A do £ oraz od A do B, gdy:

R N !

8 —16 9 1 3 2
byn=3 A= (| -6 |, 70, =3 ),B=(| =21, -1],]1]);
7 —13 7 1 2 2
1 -1] [2 0 1 -1 1 1
0 1 0 0 2 0 1 0
C)n:4,A:( 1 3 O ) 1 ) 0 )7‘8:( 0 ) 2 ) 1 ) O )
1 0 0 1 0 1 1 0

W kazdym z powyzszych przypadkéw zapisaé wektor zie1 + - - - + 2, jako kombinacje liniowa
wektorow bazy A.

19) Niech A = (a1, a9, a3), B = (B1, 32, 43) beda bazami przestrzeni C3. Znalez¢ macierz symetrii
eda Y

2 3
wzgledem Vi = lin(ay, o) i wzdtuz Vo = lin(ag) wbazie B, gdy a; = | =1 | ,aa =] 0 | ;a3 =
2 1
0 1 1 1
0,60=1| 2 |,0:= 1 |,03=1 0 |.Podobnie dla rzutu na V; wzdtuz V5 ( potrakto-
1 1 —1 0

wanego jako odwzorowanie C3 — C



1 1 1 1 0
(20) Obliczy¢ wspodtrzedne wektora 1 w bazie ( (1) , (1) , _01 , (1) ) przestrzeni K4
1 1 4 0 0

jesli charakterystyka ciata K jest rozna od 2 i od 3.

1 1 1
. . . , . 0 1 1
(21) Napisa¢ wzory na zmiane wspotrzednych wektoréw przy przejsciu od bazy ( 111 ol
1 0 0
1 1 0 0
1 0 0 0 A s s . . .
do bazy ( ol 1ol 1111 1 ) przestrzeni K* jesli charakterystyka ciata K jest rézna
0 0 1 -1
od 2.

(22) Korzystajac z wzoru na zmiane macierzy endomorfizmu przy zmianie bazy znalezé macierz prze-

ksztalcenia o : K3 — K w bazie (g1,¢9 + £3,€1 + €2) wiedzac, ze macierza przeksztatcenia o w
bazie

OO =



