(1) Ktére z podanych nizej przeksztalcen ¢ : K" — K™ sa przeksztalceniami liniowymi:

Zestaw zadan 12: Przeksztalcenia liniowe
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W przypadku, gdy przeksztatcenie ¢ jest przeksztatceniem liniowym, zbadaé¢ czy jest to mono-
morfizm, epimorfizm.
Niech ag, ay, as, . ..,a, € K, n € N. Wykazaé, ze ¢ : K[X],, — K™ okreslone wzorem:

Y(w(X)) = [w(ag), w(ay), ..., wla,)] dla w(X) € K[X]|n,

jest przeksztatceniem liniowym. Sprawdzi¢, ze gdy ag, aq, as, ..., a, sa parami rézne, to:
a) 1 jest na < m>n,
b) ¥ jest réznowartosciowe < m < n.
Wykazaé, ze jezeli p : K — K jest przeksztatceniem liniowym, to istnieje a € K takie, ze p(v) =
av dla kazdego v € K. Dla jakich a przeksztatcenie dane takim wzorem jest monomorfizmem,
epimorfizmem 7
Ciato C liczb zespolonych mozna rozpatrywaé jako przestrzen wektorowa nad ciatem C (ozn.
C') oraz jako przestrzen wektorowg nad ciatem R liczb rzeczywistych (ozn. Cg ). Wykazaé, ze
f:C— C, f(z) =z, jest endomorfizmem przestrzeni Cg, ale nie jest endomorfizmem przestrzeni
CL.
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Sprawdzi¢, czy odwzorowanie $lad macierzy tr : K] — K okreslone wzorem

aix Qa2 - Qip
a21 Q22 -+ Q2p -
tr ) . ) = Z A
: : . : =
Ap1 Ap2 - Ann

jest przeksztatceniem liniowym.
a) W przestrzeni R* niech U bedzie podzbiorem, zlozonym z ciagéw spetniajacych warunek
Cauchy’ego:

(a,) U< V 50 3 yen VY p>N vq>NHap_aq|<5]'

Wykazaé, ze U jest podprzestrzenia i odwzorowanie ¢ : U — R okreslone wzorem ¢((a,)) =
lim (a,,) jest przeksztatceniem liniowym.

n—oo

b) Niech ¢ : R® — R* bedzie odwzorowaniem okreslonym przez warunek:

(b) = ¥((@,)) & ¥ uen [bn - Zak]

k=1

(czyli ¥((an)) = (a1, a1+az, a1 +as+as, ...)). Sprawdzié, ze ¢ jest przeksztatceniem liniowym. Czy
¥ jest monomorfizmem? epimorfizmem? Czy przeksztatcenie odwrotne do v jest przeksztatceniem
liniowym?

c¢) Niech W = ¢~ }(U). Sprawdzi¢, ze wzor

0((“%)) = Z Qn

n=1

okresla odwzorowanie o : W — R i ze o jest przeksztalceniem liniowym.

Sprawdzi¢, ze 0 = ¢ o 1.

Sprawdzi¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b, a < b odwzorowanie Cy([a,b]) — R prze-
b

strzeni funkeji ciagtych okreslone wzorem f +— [ f(z)dx jest przeksztalceniem liniowym.

Symbolem C,,(a,b) oznaczamy przestrzen funkcji rzeczywistych okreslonych na przedziale (a, b) i
majacych pochodne ciggle do rzedu n wlacznie. Sprawdzi¢, ze dla kazdego n > 0 odwzorowanie
Cy(a,b) — C,_1(a,b) okreslone wzorem f +— f’ jest przeksztalceniem liniowym. Czy jest ono
epimorfizmem? monomorfizmem?

Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K, a ¢ : V — W odwzorowaniem.
Wykresem odwzorowania ¢ nazywamy zbiér I'y = {(v,¢(v)) € V. x W : v € V}. Wykazaé, ze
¢ jest przeksztalceniem liniowym wtedy i tylko, gdy I',, jest podprzestrzenig przestrzeni liniowe;
VxW.

Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K, i niech ¢ : V. — W bedzie
przeksztalceniem liniowym. Niech @ : V' — V' x W bedzie okreslone wzorem p(v) = (v, ¢(v)), a
7 VXW — W wzorem m(v,w) = w. Sprawdzi¢, ze § i m sa przeksztalceniami liniowymi, @ jest
monomorfizmem, 7 jest epimorfizmem i ze o p = .

Wykazaé, ze dla dowolnego przeksztalcenia liniowego ¢ : V' — W istnieje przestrzen liniowa
Z oraz epimorfizm x : V — Z i monomorfizm ©» : Z — W takie, ze ¢ = P o k. Dla jakiego
przeksztatcenia liniowego ¢ mozna zamieni¢ miejscami stowa ”epimorfizm” oraz "monomorfizm”?
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(12) Przypusémy, ze V, Wi, W, sa przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Funkcje f:V — Wy x W,
mozna zapisaé przy pomocy pary funkcji f; : V. — Wj oraz fo : V. — Wy wzorem f(v) =
(f1(v), fo(v)). Wykazaé, ze f jest przeksztalceniem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy fi 1 f2 sa
przeksztatceniami liniowymi.

(13) Zalézmy, ze A, B, C' sa zbiorami, ) # B,C C A oraz V jest przestrzenig liniowa.

a) Pokaza¢, ze odwzorowanie ®p : VA — VB | f s f|p dla f € V4, jest przeksztalceniem
liniowym . Kiedy jest to epimorfizm, a kiedy monomorfizm 7

b) Z punktu (a) oraz poprzedniego zadania wynika, ze ® : V4 — VB x V¢ dane wzorem
O(f) = (Pp(f),Pc(f)) dla f € V, jest przeksztatceniem liniowym. Kiedy ® jest monomorfizmem,
a kiedy epimorfizmem?

(14) Niech V, Vi, Vo, W beda przestrzeniami liniowymi oraz niech V' = V; @ V5. Pokazaé, ze dla do-
wolnych przeksztatcen liniowych o; : V; — W, i = 1,2, istnieje doktadnie jedno przeksztatcenie
liniowe ¢ : V' — W takie, ze ¢ |v;= ¢;. Jezeli V.= W oraz ¢y = Idy,, ps = —Idy, to ¢ nazywamy
symetrig wzgledem Vi wzdtuz (albo réwnolegle do) V, . Jezeli natomiast ¢ = Idy,, a s jest
endomorfizmem zerowym, to ¢ nazywamy rzutem przestrzeni V na Vi wzdluz (albo réwnolegle
do) Vs .

(15) Wykazaé, ze:

a)jesi V=Vi@aV, toV =V x Vs,
b)jesi V=Vi®d---dV,, toVEVyx---xVn.
(16) Znalezé jadra i obrazy przeksztalcen liniowych z zadan 1, 3, 7 oraz 12.
(17) Znalez¢ jadro i obraz symetrii (rzutu) wzledem Vi (na V; ) wzdtuz V5 .
2z + 3y

(18) Przeksztalcenie liniowe ¢ : K? — K? dane jest wzorem gp({ v }) = | z—y |.Wyznaczyé:
) 3y
S I T N 1 IR I
a) obrazy podprzestrzeni: K2 lm({ 0 ]), lm([ 1 ]), lm({ 1 ]),
{{ g } € K%:2x+ 3y =0};
0 2 2
b) przeciwobrazy podprzestrzeni: K3, {| 0 [}, lin(| 1 |), lin(| 1 |),
0 3 0
3 0 x
lin(| =1 |, 1), {|ly|eK: 2+y+2z=0}
3 0 z

(19) Przypusémy, ze ¢ : V — W jest przeksztalceniem liniowym, X jest podprzestrzenia przestrzeni
V,aY jest podprzestrzenia przestrzeni W.
a) Wykazaé, ze
() ¢~ (p(X)) = X+Kerp , (i) p(p~'(Y)) = YNImep.
b) Sformutowaé¢ warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby
() ¢ H(e(X) = X, (i) plp (V) = V.
c¢) Jaki warunek musi spetniaé ¢, aby dla kazdej podprzestrzeni X przestrzeni V' zachodzila
rownosé o (X)) = X7?
d) Jaki warunek musi spelnia¢ ¢, aby dla kazdej podprzestrzeni Y przestrzeni W zachodzita
rownosé (e 1(Y)) =Y?



(20) Wiadomo, ze przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — W spelia warunki:

(o) = B1 + 202 + 305,
(o) = 461 + 502 + 605,
(ag) =701 + 802+ 905

oraz ze (aq,ag,a3) jest baza V', a (0, B2, f3) jest baza W. Obliczy¢ wymiar obrazu i wymiar
jadra przeksztatcenia .
(21) Niech ¢ i1 beda odwzorowaniami K> — K takimi, ze:

@((ala as, as, )) - (07 ay, ag, as, )7

w((al,@,ag,... ) (ag,ag,a4,...).

a) Sprawdzié, ze ¢ i 1 sa endomorfizmami przestrzeni K.

b) Obliczy¢ p o1 i o .

¢) Sprawdzié, czy ¢ lub 1 jest monomorfizmem, epimorfizmem, izomorfizmem.
(22) Czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : R® — R? spelniajace warunki:

1 1 0 0 1 0 1 1
a)o(| T )=10|, (|1 )=]11],e(|0])=10],01|)=]1];
0 0 1] 0 | 1] 1] 1 1
[ 1] [ 1 [0 ] [ 3 [ 1 [ 4
b)o(f L )=12|,e(|1])=12|,¢e(|2])=]4];
0 |3 1 1 1 4
1] 1] 0 ] 3] 1 4
de(|l T )=12],e(|1)=|2], 0| -2])=]|4];
0| 3] 1] 1] 1 4

1 1 0 3
de(l1)=1]12],e(|1])=1]0/{7
0 0 1 1

W przypadku pozytywnej odpowiedzi przeanalizowaé liczbe rozwiazan i znalezé wzér przynaj-
mniej jednego takiego przeksztalcenia liniowego.
(23) Skonstruowac przeksztalcenie liniowe 7 : R?* — R? spelniajace warunki:

1 2 2 1
(|1 )= 1],7(| 1 |)=|1], 707 =idgs.
2 1 1 2

Wyznaczy¢ wzor analityczny przeksztalcenia 7.
(24) Znalez¢é wzér analityczny:

a) symetrii przestrzeni R? wzgledem lm({ ; }) i wzdtuz lm({ (1) }),

1 0 1
b) symetrii przestrzeni R® wzgledem lin(| 1 |, | 1 |) i wzdtuz lin(| 1 |);
0 2 1

¢) rzutu przestrzeni R? na lm([ ?) }) wzdiuz lm([ _11 1),



1 1 -1
d) rzutu przestrzeni R3 na lin(| 0 |) wzdtuz lin(| 1 |, 1 |).
1 1 2
(25) Poda¢ wzér analityczny przeksztalcenia liniowego ¢ : R? — R3, o ktérym wiadomo, ze Kery) =
1 1 1
lin(| 1 ],|1|)orazImyp =1lin(| 1 |). Czy rozwiazanie jest jedyne?
0 1 1
(26) Przypusémy, ze V jest przestrzenia liniowa nad cialem K, w ktéorym 1+ 1 # 0. Zalézmy, ze ¢
oraz 1 sa endomorfizmami przestrzeni V.
a) Wykazaé, ze ¢ o p =Idy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja podprzestrzenie U; oraz Us
przestrzeni V takie, ze ¢ jest symetria wzgledem U; i wzdtuz Us.
b) Wykazaé, ze ¢ o ¢ = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja podprzestrzenie U; oraz Us
przestrzeni V' takie, ze ¢ jest rzutem V na U; wzdtuz Us,.
(27) Zalézmy, ze cialo K ma q elementéw oraz n € N. Obliczy¢, ile jest
a) réznych przeksztalcen liniowych K" — K™
b) réznych izomorfizméw liniowych K™ — K",
gdy: (i) n =1, (ii) n =2, (iii) n = 3, (iv) n jest dowolne.
(28) Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad K , a odwzorowanie f : V' — V niech spetnia warunek:
flu+v) = f(u)+ f(v) dla dowolnych u,v € V.
a) Wykazaé, ze jesli K = Q lub K =7, , to f jest przeksztalceniem liniowym.
b) Podaé¢ przyktad ciala K i przestrzeni liniowej nad nim, gdzie analogiczny rezultat nie za-
chodzi.
(29) Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Przeksztalcenie f : V. — W
nazywamy jednorodnym stopnia 1, gdy f(av) = af(v) dla kazdych a € K oraz v € V.
a) Wykazaé, ze f jest liniowe, gdy dim V' < 1.
b) Wskazaé przestrzenie V' i W oraz przeksztatcenie f : V' — W jednorodne stopnia 1 takie,
ze dimV = 2 oraz f nie jest przeksztalceniem liniowym.
(30) Ciato C jest przestrzenig liniowg nad Q (ozn. Cg) oraz cialo R jest przestrzenia liniowa nad Q
(ozn. Rq). Wykazaé, ze przestrzenie Cg oraz Rg sa izomorficzne.
(31) Wykazaé, ze jezeli Uy oraz Uy sa podprzestrzeniami przestrzeni V', to

(Ul + U2)/(U1 n UQ) = Ul/(Ul N Ug) X UQ/(Ul N UQ)

(32) Niech vy, ...,v,, beda wektorami przestrzeni V', natomiast U niech bedzie podprzestrzenia prze-
strzeni V.
Pokazaé, ze (v1 + U, ..., v, + U) jest liniowo niezaleznym uktadem wektoréw przestrzeni V/U

wtedy i tylko wtedy, gdy lin(vy, ..., v,)NU = {0} 1 (v, ..., vy) jest uktadem liniowo niezaleznym.



