
Zestaw zadań 10: Baza i wymiar.

(1) Niech (β1, β2, . . . , βn) będzie układem niezerowych wektorów przestrzeni V . Pokazać, że układ
(β1, β2, . . . , βn) jest bazą przestrzenią V wtedy i tylko wtedy, gdy V = lin(β1)⊕ lin(β2)⊕ · · · ⊕
lin(βn).

(2) Pokazać, że wektory α1, . . . , αn tworz bazę przestrzeni Qn i znaleźć współrzędne wektora β w tej
bazie, jeżeli

a) n = 3; α1 =

 1
1
1

 , α2 =

 1
1
2

 , α3 =

 1
2
3

, β =

 6
9
14

 .
b) n = 3; α1 =

 2
1
−3

 , α2 =

 3
2
−5

, α3 =

 1
−1
1

 , β =

 6
2
−7

 .
c) n = 4; α1 =


1
2
−1
−2

, α2 =


2
3
0
−1

, α3 =


1
2
1
4

 , α4 =


1
3
−1
0

, β =


7
14
−1
2

.
(3) Wyznaczyć bazy podprzestrzeni rozwiązań następujących układów równań (nad R):

a)

 x1 + 3x2 + 2x3 = 0
2x1 − x2 + 3x3 = 0
3x1 − 5x2 + 4x3 = 0

b)

 x1 + x2 − 3x4 = 0
x1 − x2 + 2x3 − x4 = 0

4x1 − 2x2 + 6x3 + 3x4 = 0
.

(4) Wyznaczyć bazę i wymiar1 podprzestrzeni lin(α1, α2, . . . , an) przestrzeni Q4 gdy:

a) α1 =


5
2
−3
1

 , α2 =


4
1
−2
3

 , α3 =


1
1
−1
2

 , α4 =


3
4
−1
2

;

b) α1 =


2
−1
3
5

, α2 =


4
−3
1
3

, α3 =


3
−2
3
4

 , α4 =


4
−1
15
17

, α5 =


7
−6
−7
0

;

c) α1 =


1
2
3
−4

, α2 =


2
3
−4
1

, α3 =


2
−5
8
−3

, α4 =


5
26
−9
−12

, α5 =


3
−4
1
2

.
(5) Wybrać bazę podprzestrzeni lin(α1, α2, . . . , an) ⊂ Zm

7 spośród wektorów α1, α2, . . . , an , jeżeli

a) α1 =


1
2
0
0

, α2 =


1
2
3
4

, α3 =


3
6
0
0

;

b) α1 =


1
2
3
4

, α2 =


2
3
4
5

, α3 =


3
4
5
6

, α4 =


4
5
6
0

;
1Pojęcie wymiaru przestrzeni wektorowej pochodzi od Grassmanna.
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c) α1 =


2
1
4
1

, α2 =


4
2
1
2

, α3 =


6
3
5
3

 , α4 =


1
1
1
1

, α5 =


6
0
4
0

;
d) α1 =

 1
2
3

, α2 =

 2
3
4

, α3 =

 3
2
3

, α4 =

 4
3
4

, α5 =

 1
1
1

.
Wybrać dowolne bazy powyższych podprzestrzeni, niekoniecznie spośród wektorów
α1, α2, . . . , an.

(6) Czy można znaleźć bazę przestrzeni K4 złożoną z wektorów postaci:

a)


x1

x2

x3

x4

; x1 + x2 + x3 + x4 = 0, b)


x1

x2

x3

x4

; x1 + x2 + x3 + x4 = 1.

Pokazać, że jeśli U jest właściwą podprzestrzenią przestrzeni liniowej V , to istnieje baza prze-
strzeni V , której wszystkie wektory należą do V \U .

(7) Pokazać, że jeśli wektory α1, α2, . . . , an tworzą bazę przestrzeni wektorowej V nad ciałem K, to
dla dowolnych i, j = 1, . . . , n, i 6= j, wektory:
a) α1, α2, . . . , αi−1, αi + xαj, ai+1, . . . , an dla x ∈ K,
b) α1, α2, . . . , αi−1, xαi, ai+1, . . . , an dla x ∈ K, x 6= 0
również tworzą bazę przestrzeni V .

(8) Znaleźć bazę przestrzeni R3, w której wektor ε1 ma współrzędne (1, 2, 1) oraz bazę, w której
wektor ten ma współrzędne (1, 1, 1), a wektor ε1 + ε2 wspórzędne (1, 0, 0).

(9) Znaleźć bazę każdej z niżej wypisanych podprzestrzeni przestrzeni R4 oraz bazę sumy algebraicz-
nej Ui + Uj, jak i części wspólnej Ui ∩ Uj każdej pary podprzestrzeni:

a) U1 = lin(


1
1
2
0

 ,

−1
0
1
1

 ,


3
2
3
−1

), U2 = {


x1

x2

x3

x4

 ∈ R4 : x1 + x2 − 2x3 + x4 = 0}.

b) U1 = lin(


2
1
−1
1

 ,


3
0
1
−1

 ,


4
−1
1
−3

), U2 = lin(


1
−1
2
−2

 ,


4
0
0
−3

),

U3 = {


x1

x2

x3

x4

 ∈ R4 : x1 − x2 + x3 + x4 = 0}.
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c) U1 = {


x1

x2

x3

x4

 ∈ R4 : 2x1 − x2 + x3 − 2x4 = 0},

U2 = lin(


2
1
−1
1

 ,

−1
0
2
1

 ,


4
3
1
5

).

d) U1 = lin(


1
2
3
1

 ,


2
1
2
3

 ,


3
3
5
4

 ,


3
0
1
5

), U2 = lin(


1
2
1
1

 ,


1
0
0
0

 ,


0
1
0
0

).

(10) Niech ciało K ma q elementów. Obliczyć, ile przestrzeń Kn ma różnych
a) wektorów, b) baz.


