Zestaw zadan 10: Baza i wymiar.

(1) Niech (04, B2, ..., B,) bedzie ukladem niezerowych wektoréw przestrzeni V. Pokazaé, ze uktad
(B1, B2, - .., Bn) jest baza przestrzenia V wtedy i tylko wtedy, gdy V = lin(51) & lin((2) & -+ &
lin(5,).

(2) Pokazaé, ze wektory aq, ..
bazie, jezeli

., au, tworz baze przestrzeni Q" i znalezé wspotrzedne wektora § w tej

1 1 1 6
ayn=3a=|1|,a0=|1|,a3=|2|,6=1] 9
1 2 3 14
[ 2 3 1 6
byn=3;a;=1| 1 ,ao=| 2 [,az=| -1 1| ,08=1| 2
-3 [5 1 7
1 2 1 1 7
C)n:4;061: _21 , Qg = 8 , g = ? , Qg = _31 ,6: iéi
—2 -1 4 0 2

(3) Wyznaczy¢ bazy podprzestrzeni rozwigzan nastepujacych uktadéw réwnan (nad R):
ZE1+3ZE2+2ZL‘3:O 1+ To —31'4:0

2$1—1’2+3$3:0 $1—$2+2$3—$4:0

3x1 — dxy +423=0 4x1 — 229 + 623+ 324 =0

(4) Wyznaczy¢ baze i wymiar® ., ay,) przestrzeni Q* gdy:

a) b)

podprzestrzeni lin(aq, as, . .

5 4 1 3
a) a1 = 2 Qg = 1 g3 — 1 Oy = 4
-3 |’ -2 |’ -1 1|’ -1 |’
1 3 2 2
[ 2 4 3 4 ] 7
b) a1 = -1 Qg = -3 3 = -2 ay = -1 af = -0
3 |’ 1 | 3 ’ 15 | =7 |’
5) 3 4 17 0
1 2 2 5 [ 3]
2 3 ) 26 —4
C) Q= 3 , 02 —4 , O3 8 , Qg -9 , Qg = 1
—4 1 -3 —12 2
(5) Wybraé baze podprzestrzeni lin(ay, ag, . . ., an) C 72 spoérod wektoréw ay, a, ..., a, , jezeli
1] [ 1] [ 3]
2 2 6 |
a) Q) = O , O = 3 , O3 = 0 3
0 4 0
[ 1] [ 2] [ 3] 4
b) o] = 2 Qg = 3 Q3 = 4 Qg = 0 )
3| AP st 6|
4 5) 6 0

1Poj(;cie wymiaru przestrzeni wektorowej pochodzi od Grassmanna.
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2 4 6 1 6
c) a; = 1 g = 2 o = 3 oy = 1 o5 = 01,
4|’ 1’ 517 1’ 4 |’
1 2 3 1 0
1 2 3 4 1
d)Oélz 2 , Qg = 3 , O3 = 2 , g = 3 , O5 = 1
3 4 3 4 1
Wybra¢ dowolne bazy powyzszych podprzestrzeni, niekoniecznie sposrod wektordéw
1,09, ...,0,.
(6) Czy mozna znalez¢ baze przestrzeni K* ztozong z wektoréw postaci:
T T
) )
a) ;1 + 29+ a3 +24=0, b) i1+ xo+ a3+ 14 = 1.
I3 T3
T4 Ty

Pokazac, ze jesli U jest wlasciwa podprzestrzenia przestrzeni liniowej V', to istnieje baza prze-
strzeni V', ktérej wszystkie wektory naleza do V\U.
(7) Pokazac, ze jesli wektory oy, aw, ..., a, tworza baze przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K, to
dla dowolnych 4,5 = 1,...,n,1 # j, wektory:
a) a1, 00, .., 01,0 + T0y, Gy, ..., 0, dlaz € K,
b) a1, Q09,...,0;_1,T0;, Aj11,...,0y dla z € K, €T §£ 0
rowniez tworza baze przestrzeni V.
(8) Znalezé baze przestrzeni R3, w ktérej wektor e; ma wspohrzedne (1,2,1) oraz baze, w ktorej
wektor ten ma wspétrzedne (1,1, 1), a wektor £; + 5 wsporzedne (1,0,0).
(9) Znalez¢ baze kazdej z nizej wypisanych podprzestrzeni przestrzeni R* oraz baze sumy algebraicz-
nej U; + Uj, jak i czedci wspoélnej U; N U; kazdej pary podprzestrzeni:

[ 1 —1 3 T
a) Uy = lin( ! , 0 , 2 ), Uy ={ 2 eRY: 2z + 1y — 223 + 14 = 0}
2 1 3 T3
i 0 1 —1 Ty
[ 2 3 4 1 4
. 1 0 —1 . —1 0
b) Uy = lin( I N ), Uy = lin( s |1 o ),
1 -1 -3 -2 -3
T
ng{ 2 ER42£1—$2+$3+$4:0}.

Xyq



T
C)Ul{[iz €R4:2$1—$2+x3—2x4:0}’
2
1

Xy
4
. 0 3
Us = lin( B IR I 1 ).
1 1 )
1 2 3 3 1 1
. 2 1 3 0 . 2 0
d) Ul = hn( 3 2 ) 5 ’ 1 )7 U2 = ll?’L( 1 ) 0 5
1 4 5} 1 0

(10) Niech cialo K ma ¢ element()w. Obliczyé¢, ile przestrzen K™ ma réznych
a) wektorow, b) baz.

OO = O



