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Zadania z algebry liniowej !
ZESTAW 1/2 - Podstawowe zbiory liczbowe, podstawowe pojecia algebraiczne

Podziel z reszta;
(a) 134 przez 26,
(b) -134 przez 26,
(c) 134 przez -26,
(d) -134 przez -26.
Liczba 100 przy dzieleniu z reszta przez pewna liczbe b daje reszte 6 i iloraz g. Wyznacz b i q.
Liczba 42157 przy dzieleniu przez pewna liczbe naturalna b daje iloraz g = 231. Wyznacz dzielnik b oraz reszte r.

Pokazaé, ze jeSli a i b, (b < a) sa, liczbami naturalnymi, to [4] jest ilorazem natomiast a — [$] b jest reszta, z
dzielenia a przez b. Funkcja []: R — Z przyporzadkowuje liczbie rzeczywistej x czeS¢ catkowita liczby x.

Rozktadajac na czynniki pierwsze liczby a oraz b wyznaczy¢ NWD(a, b) oraz NWW(a, b), jesli:
(a) a=360, b =504, (b) a=2520, b=06600, (c) a=187, b=533.
Wykaz, ze:

(a) NWD(q,0)=a
(b) NWD(a,b) = NWD(a — kb, b); w szczegblnosci NWD(a, b) = NWD(b, (a),) o ile b #0..
(¢) NWD(ac,bc) =c NWD(a, b)
(d) jeslid = NWD(a,b), to NWD(Z, g) =1
(e) clab ,NWD(c,a)=1 = c|b
® alc, blc, NWD(a,b)=1 = ab]c.
() NWD(ay, ...,a,) = NWD(NWD(ay,...,a,—1),d,—1)- Podobnie dla NWW.
Wskazowka:

ade. clab A c|bc = ¢c[NWD(ab,bc) = b.
ad f. ablac A\ ablbc => ab|[NWD(ac, bc) = c.

Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczyé NWD(a, b), jesli:

(a) a=237,b=287, (b) a=5720, b=4370, (c) a=2345, b =525.
Pokaza¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych a i b zachodzi réwnos$é
NWD(a,b) = NWD(5a+ 2b,13a+ 5b).

Rozwiaz w liczbach naturalnych nastepujace uktady rownan:

x+y=180 xy =720 xy =720
@ {7 ® 7 © 7

NWD(x,y) =30 NWD(x,y) =4 NWD(x,y) =4
Zbidér A ma n elementdw.

(a) Ile dziatan mozna okresli¢ w zbiorze A?
(b) Ile dziatan przemiennych mozna okresli¢ w zbiorze A?
(¢) Ile dziatan z elementem neutralnym mozna okre$li¢ w zbiorze A?

Zbuduj tabelki dodawania i mnozenia modulo n w zbiorze Z, = {0,1,...,n—1} dla n=2,3,4,5,6,7,8,9,10.
Sprawdz, czy podany uktad (w ktérym + oznacza zwykte dodawanie liczb) jest grupa;  (a) (R, +),

®) (N,+), © (Z,4), @ ({0,1},4). (e ((0;:2),+).

Sprawdz, czy podany uktad (w ktérym - oznacza zwykte mnozenie liczb) jest grupa;  (a) (Z,-),

() (R*), (© ({1,-1}), @ R, (€ ({d:keZ},-).

Sprawdz, czy zbidr liczb wymiernych dodatnich Q wraz z dziataniem a*b = %ab tworzy grupe,.

Niech m > 1 bedzie liczba, naturalna, Wykaz, ze zbiér Z,, = {0, 1, ..., m — 1} wraz z dodawaniem modulo m
(tzn.a®b = (a+b),) jest grupa abelowa,

Niech p bedzie liczba, pierwsza. Wykaz, ze zbior Z; = {1,...,p — 1} wraz z mnozeniem modulo p

(tzn.a® b = (ab), ) jest grupa,abelowa, Zbuduj tabelki dziatan w grupach Zs, Z5 i Zj,.
Wskazowka. W celu pokazania istnienia elementu odwrotnego do elementu a rozwaz odwzorowanie
Z; — 7, x — ax, i pokaz, ze jest ono wzajemnie jednoznaczne.

'Uwaga. Précz zadan w zestawach 1-13 nalezy poszuka¢ odpowiednich zadaii w poleconych zbiorach zadan [7] oraz [8]
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Niech (G, -) bedzie grupa, Wykaz, ze dla kazdych a,b,c,g € G oraz m,n € Z zachodzi:

(@ ga=gb=a=b oraz ag=>bg = a=b;

(b) (ab)'=b"la! oraz (a7 ') '=gq

(© ?=1swa=al;

(d) a"a" =a"™" oraz (d")" =a™.

Sprawdzi¢, czy zbiér R z dziataniem xoy=x-+y+ 1 jest grupa,

W zbiorze R\ {—1} okre§lamy dziatanie x*y=x+y+xy. Sprawdzi¢,ze (R, *) jest grupa,
Sprawdzi¢, ze dany zbiér ze zwykltym dodawaniem i mnozeniem liczb jest pierScieniem przemiennym.
@@ R, () Z, (c) Z[V5|={a+bV5:a,beZ}, (e) Z[V2]={a+bv2+cV4:a,b,ccl},
Pokazaé, ze zbiér Z, = {0,1,...,n— 1} z dziataniami dodawania i mnozenia modulo »n jest pierScieniem prze-
miennym. Pokaza¢, ze jeSli n jest liczba pierwsza,to pierScien ten jest ciatem.

Pokaz, ze zbiér R z dziataniami o oraz x okre§lonymi nastepujaco: xoy =x+y+1, xxy =x+y+xy, jest cialem.

Niech K bedzie ciatem oraz a, b, c € K, n,m € N. Wykaz, ze:
@a+tc=b+c = a=b,

(b) —(—a)=a,

(c) (%)_1 =a, oilea#0,

(d) a-0=0,

() ab=0 <= a=0 lub H=0,

® a-(—b) =—ab,

(® (—a)(—b) =ab,

(h) a(b—c)=ab—ac.

() ac=bc i ¢c#0 = a=0b.
() (a+b)(a—b)=a®>—b?,

NIAPE
®) (a+ )212)<i>ab .
a ¢ ac .
()E dbdd,O;lebdyéO,
a ¢ ad + bc
()f 7= bd , oile bd #0,
(n) na:tm = (ntm)a,
(0) (na)- (mb) = (nm)(ab),
() (n(ma) = (nm)a,
(@) (ab)"=a"b",
(l‘) an.am:aner’

(s) (a")m=a"".
Wskazowka. Zajrzyj do [3, rozdz. 1.4]
Utozy¢ tabelke, funkcji:

@ x—x* wZj.

(b) x+—x"! wZ;.

Sprawdzic czy istnieja,- i wyznaczyc¢, jesli istnieja, - pierwiastki kwadratowe z —1 wciele Z, dla p=2,3,5,7,11,13.

2
Wyznaczy¢ dziedzing oraz utozy¢ tabelke funkcji x — 2x+71 w Z7.
X

Rozwiaza¢ réwnanie:

)52 +5x+1=0wZ;;, b)x>+x+3=0wZs,

)22 +2x4+2=0wZ;3, d)2xX°+3x%2+x—4=0wZ.
Wykonaé dziatania: (6>-345-4—1)-(5-12—7)"" w Z;7 oraz w Zs;3.
Rozwiagza¢ uktad réwnan

3x+5y=2 . 5x+4y=a )
a){ Ax+ 9y =4 W Z131wW Zq b){ Ax+3y=b wZiiw Zs.

W pierscieniu wielomianéw Zs[X] wykona¢ wskazane dziatanie:
(@) (XP+2X2+43X2+1)+ (X*+ X3 +3X2+2X +2);
(b) (2X%+X +3) — (2X* +3X3 4+ X2 +3X);
(©) (2X>+2X%2+3)(3X%+X +2);



(d) (2x*+3)(2X*+1).
31. Podzieli¢ wielomian f z reszta przez wielomian g:
@ f(X)=5X34+2X>-X-7, g(X)=X>+3X—-1 w R[X];
b) fX)=3X3+2X>-X -1, gX)=X>+3X—-1 w Zs[X];
© f(X)=2X*+Xs+X>—X+3, gX)=3X>+X+4 w Z7[X];
@ f(X)=X>-7, g(X)=X-2 w Q[X].
32. Dobraé liczby a, b € Z, aby wielomian X> —4X> +2X? +aX +b € Z[X] przy dzieleniu przez X — 1 dawat reszte 1,
a przy dzieleniu przez X — 2 reszte, -5.
33. Wielomian o wspétczynnikach rzeczywistych przy dzieleniu przez X — 2 daje reszte 1 za$ przy dzieleniu przez
X — 1 daje reszte 2. Jaka reszte daje ten wielomian przy dzieleniu przez (X — 1)(X —2) ?

34. Wielomian o wspétczynnikach z Zs przy dzieleniu przez X + 1 daje resztg 2, przy dzieleniu przez X + 2 da-
je resztg 3 za$§ przy dzieleniu przez X + 3 daje reszte 1. Jaka, resztg daje ten wielomian przy dzieleniu przez
X+DX+2)(X+3)?



Zadania z algebry liniowej
ZESTAW 3 - Ciato liczb zespolonych

1. Wyznaczyé wszystkie pary liczb rzeczywistych x, y spelniajace réwnosé:
a) (14+2)x+(3-5i)y=1-3i, b) (24 3i)x+ (4 —5i)y =6 —2i,
4_1\2
c) (4—30)2x+ (14+i)2y=7—12i, d) ier (3 l> y=1+i.
i
2. Rozwiaza¢ ukfad réwnan:
(I4+i)z+2—-ijw=2-21 b (B—i)z+ (4+20)w=246i
(1—i)z—(B+ijw=-3+3i (442i)z— (2+3)w=5+4i
Z w
N 7.:2
2—i  1+4i
©) 5z n 2w
(2—-i)2  (1+i)?
3. Obliczyé:
a) (14208, b)y2+i)"+2-i)", ¢ (1+2i)>+(1-2i)>
4. Rozwiaza¢ réwnania:
a)zZz+(z—2)=3+2i, b)i(z+7)+i(z—7) =2i-3.
5. Rozwiaza¢ réwnania:
)2 +3z2+34+i=0, b+ (1+4i)z—(5+i)=0
Q)2 42z(1+i)+2i=0, d)(4—3i)z2—(2+11i)z—(5+1i) =0.
6. Rozwiazaé réwnania:
) +2224+4=0, b+ (15+7)2+8=0, c¢)z*—(18+4i)>+77—36i=0
7. Rozwiaza¢ réwnania:
)( +i)z2 — (3+7i)z+ 10i = 0;
b) (142i)22 — (—148i)z+ (—5+5i) = 0;
) (142i)22 = (1+7i)z+ (=2 +6i) =
d) (1+i)z2> = (1+5i)z4 (—2+6i) =0
e) (
f) (

=3

1—i)z2 — (7+3i)z+10i = 0;
1 —2i)22 — (4+7i)z+ (7 +1) = 0;
) (14i)22 — (3+3i)z+ (4 +2i) =0;
8. Wykonaé dziatania:

1 +itgo. a+bi 0 (142i)> — (1—1i)?
1 —itga’ a—Dbi’ (3+42i)2— (241i)%’

a)

9. Wykazaé nieréwnosci:
a) |z +z| <lal+lz2f, bllal—lzll <la -2l

10. Znalez¢ wszystkie pierwiastki wielomianu x* — 6x® + 14x> — 6x + 13 wiedzag, ze jednym z nich jest 3 + 2.

2

11. Wykaza¢ réwnosé —2)* =2|z1* +2|z2[* i poda¢ jej interpretacje geometrycznaZ.

12. Jakie twory na plaszczyznie zespolonej okreslaja réwnania i nieréwnosci:

a) |7] <2, b)|z—1] =3, ©)|z—1-2i| <3,
23|

d) 1<z <5, e) > f) |z—c|+|z+c| =2a,
|z+1] '

2 g < Arg(z) <m, h) |z—i|=|z+i, 1) argi—;i_ = g

j)arg(z—z0) = ¢, ¢ dane, k)0 <Re(iz) <1, I)Re(z?) > 1.

2Interpretacje geometryczna liczb zespolonych odkryt C. Wessel w 1799 1., a potem niezaleznie J. R. Argand w 1806 1.



13. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej nastepujage liczby zespolone:
1, -1, i —i,
1+i, 1—i, —1+i, 14iV/3,
—1—iV3, V3—i, V6+V2+i(v6—2), cos 3 +ising ,
cos 5 +isin .
14. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej nastepujace liczby zespolone:
coso—isina, sino+icosa,sino—icosa, 14 itga.

15. Dla dowolnej liczby catkowitej n € Z obliczy¢:

145"
a) ", b)(ffl,)ﬁfz, o) (143"
16. Obliczyé:
(1+iV3)70+1 b (1—iv3)2+5
T A P LA
17. Wyznaczy¢:
V2i, V=8i, 3—4i, /—15+8i, /—3—4i,

V—=11+60i, ~/—8i, +/—8+6i.

18. Obliczy¢ (podajac doktadne wartosci czesci rzeczywistej i urojonej):

(1—i)* (1—iv3)* (—1+iv/3)3 (1—i)%®
(—1+41i) (—1—i)
® . () .
(—V3+i) (1—iy/3)20

19. Narysowa¢ na ptaszczyznie zespolonej pierwiastki z 1 stopni 3,4,5,6,7 i 8.

(1—i)®

(V3+i)20°

20). Korzystajag z postaci trygonometrycznej liczb zespolonych wyprowadzi¢ wzory wyrazajace sin3x i cos 3x poprzez

sinx i cosx.



Zadania z algebry liniowej
ZESTAW 4 - Uktady réwnan liniowych*
1. Rozwiaza¢ nad ciatem R liczb rzeczywistych nastepujace uktady réwnai:

1 2x+5y—8z= 8
4x+3y—9z= 9

2x—3y+5z+7t

QPR L) B S S
roaym sl = Xx+8y—Tz= 12
3x+4y+z4+2t = 3 3x—5y+2z+4 = 2
c) 6x+8y+2z+5t = T ; d) Tx—4y+z+3t = 5 ;
Ox+12y+3z+10r = 13 Sx+Ty—4z—6t = 3
8x+6y+5z+2t = 21
3x—2y+5z+4 = 2 3x+3y+2z+t = 10
e){ 6x—4dy+4z+3t = 3 ; f) 4x+2y+3z+t = 8 ;
Ox—6y+3z+2t = 4 3x+5y+z+t = 15
Ix+4y+5z+2t = 18
2. Nastepujage uktady rozwiazac nad Q oraz nad Z,:
2x+Ty+3z+t = 6 Ix—3y+5z+6r = 4
a){ 3x+5y+2z+2t = 4 ,p=11; b)) Ix—3y+5z+6r = 4 ,p=13;
Ox+4y+z4+Tt = 2 3x—y+3z+14 = -8
6x+3y+2z+3t+4w = 5 d—y+3—Tt = 5
4x+2y+z+2t+w = 4
o) ,p=11 d 6x—3y+z—4 = T ,p=37
4x+2y+3z+2t+w = 0 Ax—2y+ 147311 — 18
2x+y+Tz4+3t+2w = 1
x+2y+3z-2t+w = 4 3x+2y+22+2t = 2
3x+6y+5z—4t+3w = 5 Zitdy+2z+5t = 3
e) ,p=13 1 x+y+4z—5t = 1 ,p=7
x+2y+Tz—-4t+w = 11
2ty +2:-3t43w = 6 Fordytar =5
' Tx+y+6z—t = 7
3. Kazdy z nastepujagcych uktadéw rozwiazaé w ciatach Zs, Z7, Z1:
x+4y+3z = 2 2x+3y+z = 1
a)s 3x+4+2y+4z = 3, b) x+4y+3z = 3 .
dx+y+z = 0 4x +3z = 2
4. Rozwiazaé nad ciatem C nastepujace uktady réwnai:
(14+i)x+2iy—z = 3+2i (I+ix+2y—iz = 2-3i
a) B4+ix+(1—i)y+4z = 6+i, b){ Ix+iy+(2—i)z = 6+4i .
Sx+y—iz = 2 4+ix+y+3z = 6+6i
x+2y+6z+6t = 1
5. Dla jakiego parametru A € Z; uktad réwnafi x+y+z+4+3t = 2 nadcialem Z7; marozwiazanie? Rozwia;
3x+5y+6z4+t = A

za¢ ten uktad, gdy jest to mozliwe.

6. W zaleznoSci od parametru a € R rozwiazaé uktad réwnan:

2x+2y—z=1 x—=2y+z=1 x+y+z=1
@ dx—2y+z=2 ,(b) dax—y+3z=2 , () {x+ay+z=2
5x+2y—z=a 2x+y+2z=1 x+y+az=1
7. W zaleznosci od parametru A € Q rozwiazaé uklady réwnai:
8x+6y+3z+2t = 5 2x—y+3z+4 = 5 M+y+z+t = 1
2) —12x—3y—3z+3t = -6 b) 4x—2y+5z+6t = 7 0 x+hy+z+t = 1
4x+5S5y+z+4t 3° 6x—3y+7z+8 = 9° xX+y+hz+t = 1°
M+dy+z+4 = 2 M—4y+9z+10r = 11 x+y+z+Ma = 1
x+y+z = 1
8. Pokazaé, ze ukfad réwnah { 2x+y—z = 2 jestsprzeczny w ciele Z p wtedy i tylko wtedy, gdy p = 2.

x—y+3z = 0

Do rozwigzywania ukladéw réwnan stosujemy jedynie metodg eliminacji Gaussa



Zadania z algebry liniowej
ZESTAW 5 - Dziatania na macierzach

1. Obliczy¢ iloczyny macierzy:

6 4 -3 4 1
(a){_l2 §Hj‘1‘ 2} by | -2 1 [2 ) ﬁ] @ |0 238 |,
7 9 1 3 -1
3
(d) “ ;] @ [12345]"[12345],
201" 20
(6[12345]-[12345]T, @ | 3 1 31
3 2 3 2
11 . 0 1 o
2. Dla A{O ]} 13{] 0] obliczy¢:
(a) A2+2AB+B* i (A+B)%
(b) A>—2AB+B> i (A—B)%
() A>—B*,(A—B)(A+B) i (A+B)(A-B).
3. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej m zachodza, réwnosci:
()_a0m_ at 0 (b) 1am_1ma
YV9lobv| “[o »| o 1] o 1|
[ cosa —sina " cosmo.  —sinma. a 11" am  ma""!
(© - = « , (d) = mo |
| sina cosa sinmo. cosma. 0 0 a
11 017" 1 om mel
e |0 1 1 =10 1 m
10 0 1 0 0 1

D .
4. JesiA€ K", BEK",C € K",D € K, to macierz [%‘T] nazywamy macierza klatkowa, o klatkach A,D,C, B.

Sprawdzié, ze

[ Al | Dy ] . [ Ay | Dy ] _ { A1Ay+DiCy | AiDy+D1By }
Ci | B G| B CiAy+B\C, | CID,+BiB, |’

5. Znalez¢ wszystkie takie macierze A € K7, ze

@alyg]=[1 o] walgo]=[o o] ©]
(d)AZ:[gg}, (e)AGHH.

6. Niech E;, oznacza macierz kwadratowa, stopnia n, ktérej element o wskaznikach i, réwny jest 1, a pozostate ele-
menty sa rowne 0. Obliczy¢:
@ Ey-Ei, () A-Eyy  (© Ev-A, () A-(L+aE),i#r, (@ (I+bEy)-Ai#r,
&) (I, +aEi)(I,+bE;y), i £, gdzie A€ K", a,b € K. Zinterpretowaé (d) oraz (e) w jezyku operacji elementar-
nych wykonanych na A.

O =
o o
[ I
=
Il
[
O =
S =
[



Zadania z algebry liniowej

ZESTAW 6 - Wyznaczniki i ich zastosowanie

1. Obliczy¢ wyznaczniki nastepujacych macierzy:

0 2 2 1 2 3
, (© |2 0 2], @@ |45 6],
2 20 7 8 9

gdzie o, 3,y sa_ miarami katéw tréjkata,

—13

15
12
15
20

(k)

1

€

®

12
15
20
30

3

-1
—1
—1
-1

nad ZIL

1 2 3 -1 5 4
@ |51 4], M 3 =20
| 3 2 5 -1 3 6
a b c | sina. cosa 1
(e) b ¢ a |, (& sinfp cosff 1
L ¢ a b | siny cosy 1
(1 & ¢
(g) e 1 ¢ |, gdzie € = —% —i—i? , (h)
i g2 1
2. Obliczyé nastepujace wyznaczniki (nad R):
1 2 3 4 1 -1 1
-3 2 -5 13 1 3 -1
@1 20 4 ®F g oy
-2 9 -8 25 -3 0 -8
1100 0 1 1.0 0 0O
01 1 0 0O
01100 0 01 1 0O
d |0 0 1 1 01, (e
0 001 10
00 0 1 1
100 0 1 0 00 011
1 0 00 01
1001 1002 1003 1004 30 20
(@ 1002 1003 1001 1002 (h) 20 15
& 11001 1001 1001 999 15 12
1001 1000 998 999 12 15
1 6 20 50 140 140
0 —-16 =70 -—-195 -—-560 —560
G) 0 26 125 366 1064 1064
0 —31 —154 —460 —1344 —1344
0o 4 20 60 176 175
0 4 20 60 175 176
3. Obliczyé:
1 2 3 4 1 11 2
32 5 3 1 3 1 3
@17 2 3 5mdZr. By,
2 21 4 30 8 10
4. Obliczy¢ wyznaczniki nastepujacych macierzy stopnia n :
1 100 0 0 f ; (1)
01 10 0 0 0 1 2
@ [0 by
0 0 0O 1 1 Lo
0 0 O
|1 0 00 0 1 (000
[a 1 1 1 1] [ a 1
1 a 1 1 1 -1 a
1 1 a 1 1 -1 -1
@11 1a 1. @] . .
: : : -1 1
|11 1 1 a | | -1 -1

o o

&2
3

, gdzie € = cos
7 6
1 0
(c) 1 -1
1 -1
-7 0
4 4 -1 0
2 3 7 5
3 2 5 17
1 2 2 1
1 7 6 6
2 1 1 2
5 —4
9 -7
. 3 =2
T
0 1
-2 1
1 1 1
3 1 1
—1 1
-1 -1 3
-1 -1 -1
-1 -1 -1
7 6 11
1 0 2
@ |7 8 9
1 10 2
7 0 9
0 [ 3
0 1
0
e © :
1 0
2 | | O
1 17
1 1
1 1
a 1
-1 a |

4n

LS

N R =N B

W N

NN = N B

— QNN Woo DR B

Q) = =
N DN DN B

[\

o ...

3 +1sin

- o O o oo

4n
3

S = OO OO

=Nl eNelo)

nad Z;3.

S o

o o




S.

6.

7.

8.

9.

10.

[1 n n no n| [a b O 0 01
n 2 n n n 0 a b 0 0
n n 3 - n n 0 0 a 0 0
® Do, : e ® S
n nn -+ n—1 n 0 00 0 a b
nn n - n n | b 00 0 0 a |

Niech A = [a;)], a;j € Z, bedzie macierza kwadratowa, stopnia n. Pokazac, ze detA jest liczba, catkowita, Zat6zmy
dodatkowo, ze a;; = %k, gdzie k jest ustalona liczba, catkowita, Pokazac, ze 271k dzieli detA.

Pokazac, ze jesli A jest macierza antysymetryczna (tzn. AT = —A) stopnia nieparzystego nad R, to jest ona osobliwa,
czyli detA = 0.

Liczby 20604, 53227,25755,20927 i 289 dziela sig przez 17. Pokazac (bez obliczania), ze wyznacznik

S NN LN
S O v WO
\SIENREN I S o)

réwniez dzieli sig przez 17.

Zatézmy,ze A€ K, B € K]}, D € K]}, udowodni¢ wzoér na wyznacznik macierzy klatkowo-tréjkatne;j

A0
det [T‘?] = detAdetB

Wskazowka. Zastosowaé indukcje wzgledem stopnia klatki B. Zob. tez Przyktad 6.7 ze stron 158-159 z ksiazki
A Biatynickiego-Biruli, Algebra liniowa z geometria,

Wyznacznikiem Vandermonde’a (stopnia n nad cialem K) nazywamy wyznacznik postaci
1 x x% e x'l'_l
2 n—1
I x x5 - X
V,,(xl, e ,xn) =
1 ox, x2 - !

(a) Obliczy¢ warto$¢ wyznacznika Vandermonde’a.
Rozwiazanie: Wyprowadzimy najpierw wzoér rekurencyjny. Postepujemy nastepujaco: od n-tej kolumny odej-
mujemy (n — 1)-sza_ pomnozona przez x,, od (n — 1)-szej kolumny odejmujemy (n — 2)-ga pomnozona,przez
Xpn, 0od drugiej kolumny odejmujemy pierwsz a pomnozona przez x,. Jako wynik otrzymujemy réwnos¢

1 x1—x, x1(x1 —xp) x’ffz(xl —Xu)

1 x—x, x2(x2 —xp) .- ngz(xz —Xy)
Vn(xlv"'axn) =

I xp1—Xu Xp (xnfl _xn) XZ:%(X,h] _xn)

1 0 0 0 0

Po rozwinigciu wzgledem ostatniego wiersza oraz wyltaczeniu z kazdego wiersza odpowiedniego czynnika
przed wyznacznik otrzymujemy w wyniku

Va(x1y..oyx0) = (71)"“()61 —Xp) e (=1 = Xn) Vo1 (X1, -+ o, X0—1)

=(x,—x1) - (xn = Xp—1) Vo1 (X1, -+, Xn—1)-
Prosty dowéd indukeyjny daje w rezultacie wzor V, (x1,...,x,) = [] (xx — x;).
k>l

(b) Wykazac, ze Vy(x1,...,x,) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie xi, ..., x, sa parami rézne.

Rozwiagza¢ za pomoca wzoréw Cramera nastepujace uktady réwnan nad ciatem Q:
2x—y—zz4 X+y+2Z:_1
(a) 3x+4y—2z=11 , (b) 2x—y+2z=—-4 ,
3x—2y+4z=11 dx4y+dz=-2
x+y+4z=31 R iz_+2§f_=_14
(€) § Sx+y+22=29 , @ 5 T T
3x—y+z=10 yoimh=

X+2y+3z—t=—-4

0N O

e RN B R



y—3z4+4=-5

© X —2z43t=—-4
¢ 3x+2y—5z =12 -
4x+3y—5z =5

11. Sprawdzié, czy nastepujace macierze sa odwracalne oraz w przypadku pozytywnej odpowiedzi obliczy¢ macierz

odwrotna;
1 3 =5 7 1 1 1 1
- 1 2 -3
1 2 o1 2 =3 1 1 -1 -1
(a) 2 5}, (b) 8(1) ? s © g0 1 2l @Dy 0
00 0 1 I -1 -1 1
[ 2 3 2
(e) 1 -1 0
-1 21
12. Rozwiaza¢ nastepujace réwnania macierzowe:
(4 1 4 -6
@ X1 g 4]:[2 1}’
41 4 -6
w o a]x=[2 1]
(1 1 -1 1 -1 3
@Xx|{2 1 o0|=]|4 3 2],
|1 -1 1 1 -2 5
2 1 -3 1 -2 4
S EEI R
13. Rozwiaza¢ uktady réwnah macierzowych:
2 1 3.1 2 8
Ry
[ 3 —1 2 1 4 91
R
1 X4 1 Yy — 35
®) | -1 11 11
1 - X4 11 Y — 11
|1 1 1 3 15 3
14. Obliczy¢ (I+akE;)~ i #r.
15. Obliczy¢ macierze odwrotne do macierzy:
[1 0 0 0O 2 0 00 0 00 -1
0010 0 0 01 0 02 0
@ 1o 0 0 1 ® 1o 2 0 0 © 11 00 o
0o 1 0 0 0 010 0 3 0 0
- 1 -1 0 0]
L -1 2 -1 0 0
1 01 1
110 1 - o 00
@ S T G e
PoE 0 0 0 2 -1
Lt 0 | 0 0 O -1 1|
2 -1 0 -- 0 0]
-1 2 -1 - 0 o0
0 -1 2 .- 0 0
) :
0o 0 o0 2 -1
. 0 0 0 -1 l
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16. Obliczy¢ macierze odwrotne do macierzy klatkowych: [ 8 g ], [ 2 g } Obliczy¢ macierze odwrotne do
2 1 00 1 2 00 b 31
01 1 -1 2
. . 3200 2 3 00
nastgpujacych macierzy: , , 0 0 1 2 1
1 1 3 4 1 -1 1 3
2 -1 2 3 0 1 0 2 000 o
0 0 0 1 1

11



Zadania z algebry liniowej
ZESTAW 7 - Przestrzenie liniowe

1. Niech A bedzie niepustym zbiorem oraz niech K bedzie dowolnym ciatem. Oznaczmy symbolem K4 zbiér wszyst-

10

11

.

)

kich funkcji A — K. Suma funkcji f: A — K oraz funkcji g : A — K nazywamy funkcje f+g: A — K taka, ze

(f+g)(a) = f(a) + g(a) dlakazdego a € A. Tloczynem funkcji f : A — K przez skalar x z ciata K nazywamy funk-

cje xf : A — K taka, ze (xf)(a) = xf(a) dla kazdego a € A. Pokazac, ze tak zdefiniowana struktura algebraiczna

jest przestrzenia liniowa nad ciatem K.

Oznaczmy symbolem K[X] zbiér wszystkich wielomianéw zmiennej X o wspétczynnikach z ciata K. Sprawdzic, ze

z dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez elementy ciata K, zbiér K[X] jest przestrzenia,

wektorowa, nad ciatem K.

Zatézmy, ze K i L sa_ciatami oraz K C L. Sprawdzi¢, ze zbiér L z dodawaniem elementéw ciata L i operacja,

mnozenia elementéw ciata L przez elementy ciala K jest przestrzenia wektorowa nad cialem K.

Niech K bedzie dowolnym ciatem oraz niech V = K* (zbi6r wszystkich nieskoiiczonych ciagéw elementéw ciata

K). OkreSlmy dziatania dodawania wektoréw oraz mnozenia wektoréw przez skalary z ciata K nastgpujaco:
[al,ag,...] + [bl,bz,...] = [a1 +bi,ay+by,.. .], a- [al,az,...] = [aa17aa27...].

Pokaza¢, ze wyzej zdefiniowana struktura algebraiczna jest przestrzenia, wektorowa nad ciatem K.

Wykazaé , ze K] z dziataniami dodawania macierzy i mnozenia macierzy przez element ciata K jest przestrzenia,

wektorowa nad K.

Niech A bedzie niepustym zbiorem oraz niech V bedzie przestrzenia wektorowanad ciatem K. Oznaczmy symbolem

VA zbiér wszystkich funkcji A — V. Suma funkcji f : A — V oraz funkcji g : A — V nazywamy funkcje f+g:A —V

taka, ze (f+g)(a) = f(a)+g(a) dlakazdego a € A. lloczynem funkcji f : A — K przez skalar x z ciata K nazywamy

funkcje xf : A—V taka, ze (xf)(a) =xf(a) dlakazdego a € A. Pokazac, ze tak zdefiniowana struktura algebraiczna

jest przestrzenia, liniowa nad ciatem K.

Niech neN oraz Vi, V,,...,V, niech beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.

W zbiorze Vi xV, x...xV, okre§lamy dodawanie nastgpujaco:

(o, 02, .. 0,) + (B, B2y Bu) = (o1 +P1, 02+ B2, ., 0+ Bn)
za$§ mnozenie przez elementy ciata K w nastepujacy sposob:
x(ay, 0g,...d,) = (xo, X0y, ... X0L,)
Wykaz, ze tak otrzymana struktura algebraiczna jest przestrzenia wektorowa nad ciatem K.
Wykazaé, ze V = C ze zwyktym dodawaniem jako dodawaniem wektoréw i operacja mnozenia przez skalar
x:CxC—C, (z,v) = zxv:=7Z-v

jest przestrzenia, liniowa nad ciatem liczb zespolonych C.
Zatézmy, ze V jest przestrzenia wektorowa nad cialem K, o,f,y €V oraz x,y € K. Udowodni¢, ze:

@@ atp=aty = p=v,

(b) xa=0 <= x=0 lub a =0,

© xa=xpf i x#0 = a=0p,

d xa=ya i a#0 = x=y,

(&) —(—a)=a,

® o-B+y)=(a=p)-v, a=(B-v)=(@-p)+y,

@ (-o=-a, (—x)o = —xa, (—x)(—a) = xa,

(h) x(aa—p) =xa—xp, (x—y)a=xa—ya,
Niech K bedzie ciatem. Oznaczmy symbolem K[X],, zbiér wszystkich wielomianéw nalezacych do K[X], stopnia
nie wiekszego od m. Sprawdzié, ze K[X],, jest podprzestrzenia przestrzeni wektorowej K[X].
Macierz § = [s;;] € K)) nazywamy macierza symetryczna, gdy jej elementy s;; spetniaja, warunki: s;; = s; dla kaz-
dych i, j. Macierz A = [a;;] € K]} nazywamy macierza, antysymetryczna, gdy jej elementy a;; spetniaja, warunki:
a;j = —aj; dla kazdych i, j. Sprawdzi¢, ze kazdy ze zbioréw: zbidr S,, wszystkich macierzy symetrycznych nalez-
cych do K i zbiér A, wszystkich macierzy antysymetrycznych nalezacych do K}, sa podprzestrzeniami przestrzeni
liniowej Kj; .

12. Zbadaé, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni K* sa podprzestrzeniami wektorowymi:

(@ U=A{[r,r+1,0,1] : t €K},
M) U={[t,u,t+u,t—u]:t,uck},
(¢) U ={[tu,u,t,0] : t,u e K},

12



13.

14.

15.

16

17.

18.

19.

20

21.

22.

@ U={[xyz1:x+y—z=0},
() U={[xyzt:x+y—z=0 i2x+y=0},
® U= {xyz1]:xy=0},
(g) U={r[1,0,1,0] +ul0,—1,0,1] : r,ue K}.
Zbadaé, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni R* sa podprzestrzeniami liniowymi:
(@) U={[r,u,t+u,t—u] : t <u},
(b) U ={[t,u,t,0] : tu >0},
(© U={xyz1t :xyzt€Q}.

Zbadac¢, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni R% sa podprzestrzeniami liniowymi:
[a —b
(a)U—{_b a}.a,beK},
[a b
b) U={ 0 c] ta+b+c=0},

() U={ 0 2] :ab =0},

S

Niech R” bedzie przestrzenia, ciagéw elementéw ciata R (zob. zadanie 3 z poprzedniego zestawu ). Zbada¢, ktére
sposrdd nastepujacych zbioréw sa podprzestrzeniami wektorowymi przestrzeni R*:

(@ U, = {[al ,an, .. ] :aiy1 = a;+ai— dlakazdegoi=2,3,.. .};
) U, ={lai,az,...] : a; = %(al;l +ai+1) dlakazdego i = 2,3,...};
(c) zbiér wszystkich ciagéw [aj,az,...], ktérych prawie wszystkie wyrazy (wszystkie wyrazy z wyjatkiem co

najwyzej skoficzonej liczby) sa réwne zero;
(d) zbiér wszystkich ciagéw ograniczonych.
Zbadaé, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni RF sa podprzestrzeniami liniowymi:
(a) zbior wszystkich funkcji parzystych;
(b) zbidr wszystkich funkcji nieparzystych;
(¢) zbidr wszystkich funkcji rosnacych;
(d) zbiér wszystkich funkcji monotonicznych;
@ U={feR": f(0)=f(1)};
B U={fcR®: f(x) =0dlakazdego x € (0, ) }.
Sprawdzi¢, ktére z okre§lonych podzbior6w przestrzeni wielomianéw K[X| nad ciatem K sa,_podprzestrzeniami
wektorowymi:
(@ U={F €eK[X]: F(—1) =0},
(b) U={F €K[X]: F(0)-F(1) =0},
(¢) K[X]i10={F € K[X] : stF <10},
(d) U={F €K[X] : stF = 10}.
Zbadac¢, ktére z nastepujacych podzbiordw przestrzeni Z% sa podprzestrzeniami liniowymi:
(@ U={[0,0],[1,2], 2,1]},
(b) U= {[0,0], [l, 1}7 [272]}’
(© U= {[an]a [1’2]7 [272]}'
Wyznaczy¢ wszystkie podprzestrzenie przestrzeni
a)Z3; bZ3; oZ3.
Zbadac, ktore z nastepujacych podzbioréw przestrzeni C nad R sa podprzestrzeniami liniowymi:
(@) U={z€C:Rez=0},
) U={zeC: |z|=1},
(¢) U={z€C:Rez=1Imz}.

Ktéry z powyzszych podzbioréw jest podprzestrzenia przestrzeni linowej C nad C ?
Zbadad, ktore z nastepujacych podzbioréw przestrzeni R nad Q sa podprzestrzeniami liniowymi:

@ Q(v2)={a+bv2:abecQ},
b) U={xeR: |x| <1},
(© U={xeR:x*cQ}.

Ktory z powyzszych podzbioréw jest podprzestrzenia przestrzeni linowej R nad R ?

Zatézmy, ze U jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V, o,p € V oraz x € K. Wykaza¢, ze:
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(@) jesli a+pelU i aelU, to BeU,
(b) jesli xa €U i x#0, to a€U.
23. Pokazaé, ze jeSli U oraz W sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V, to U UW jest podprzestrzenia, przestrzeni
V wtedy i tylko wtedy, gdy U CW lubW C U.
24. Niech Wy, W,, W3 beda podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni V. Wykaza¢ ze:
(@ WiuWw, C W +Wy;
(b) Wi +Wo =W+ Wi,
(© (Wi +Wa) +W3 =W+ (W2 +W3);
d) Wi+Wi =Wy,
e wWicw; i W,CcW; = W +W, C Ws;
O W W, = WiNn(Wa+W3) = (Wi NW,) + (W) NW3);
@ WM CcW = W +(W2ﬂW3) = (W1 +W2)ﬂW3.
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Zadania z algebry liniowej
ZESTAW 8 - Kombinacje liniowe wektoréw

1. W przestrzeni V wyznaczy¢ kombinacje liniowa, wektoréw o, ..., o, o wspétczynnikach odpowiednio ay,...,a,,
gdzie:
(@ V=R n=3 o;=[1,0,2],0=[-2,3,1,03=[1,2,3], ai=—1l,ax=2,a3=1;
(b) V=Z34, n:3, 01:[1,072, 1],(122[2,1,1,1],(132[172,070], alzl,a2:2, a3:1;
(C)VZQ%, n=2, OL1=|:; :?:|OL1=|:(1) ::1;:|7 ar=—1,a=2;
d) V=70X], n=4, o =X’4+X+1, =X +X, oe3=X"4+1, 04 =X>+1
ag=1,a=0,a3=1,a4=1.
2. W przestrzeni liniowej V wyznaczy¢ wszystkie kombinacje liniowe wektoréw a., ..., o, gdzie:
@ V=273 n=3 o =[1,01],0=][1,1,1], a3=]0,1,0];
b) V=252, n=2, o;=[1,0,2],00=][1,1,1];

© V=(2) n=2 0‘1—[} ﬂ“"ﬁ ﬂ

3. Sprawdzié¢.czy wektor f jest kombinacja liniowa wektoréw a.j,. .., o, przestrzeni V, jesli:
(@ V=R n=3 o =[1,0,2,0=[21,1,03=[1,2,0], B=[-1,-1,-1];
b) V=73 n=3, a;=[1,0,2],aa=[1,1,1], a5 =[1,2,0], p=[I,1,2];
©V=QKX], n=4, ay=lL,oa=X-1l,a3=X-1)2,0u=X—-13 B=X +X>+X+1.

4. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci parametréw a € R, dla ktérych wektor § jest kombinacja liniowa wektoréw oy, o2, 013
przestrzeni R?, gdzie:

(a) (11:[2,3,5],0.2:[3,7,8],(13:[1,—6, 1]7 [3:[77 _2,61};

(b) a1:[4,4,3],0.2:[7,2,1],(13:[4,],6]7 ﬁ:[sagaa]a

(C) 0.1:[3,2,5],0.2:[2,4,7],(13:[5,6,(1]7 62[17355]9
=

@ a;=[3,2,6], aa=[51,3], a3=[7,3,9, B=][a2,5).

S. Dla jakiej liczby zespolonej ¢ € C wektor [1, i, i] jest kombinacja, liniowa wektoréw [c, —1+i, 1 +], [i, —1, —]
przestrzeni C3 ?

6. Sprawdzi¢, czy wektory a oraz B sa kombinacjami liniowymi uktadu 4 wektoréw przestrzeni R*, jezeli

1 2 5 9 9
1 1 3 6 6
a)ﬂ:( 1 b 1 b 2 )’a: 5 7ﬁ_ 5
1] 1] [o] -1 0
17 T2 57 717 9 9
1 1 3 0 6 6
A= 1 2] o= 5 |P=]5
-1 1] o] [2] -1 0

Czy zapis wektora oo w postaci kombinacji liniowej uktadu 4 jest jednoznaczny?
7. Sprawdzié, ze kazda kombinacja [x|, x2, x3, x4] liniowa wektoréw [1, 1,2, 1], [0, 2, 2, 1], [3, 0, 1, 1] przestrzeni Zs*
spetnia réwnanie X; + X, + X3 + X4 = 0.
8. Dla danych podzbioréw U, A przestrzeni liniowej V sprawdzié, ze U jest podprzestrzenia, przestrzeni V oraz
lin(A) CU.
(@) V=R U={}x;,x,x3]:2x—x+x3=0}, A={[1,0,-2],[0,1,1],[1,—1,-3]};
X1+X—X4=0
X, —2X3=0
() V=C (nadR), U={z€C:Imz=2Rez}, A={1+42i,—3—6i}.
9. Niech A, B beda podzbiorami przestrzeni liniowej V. Pokazaé, ze:
(@ AcCB = lin(A) Clin(B),
(b) A=B = lin(A)=1in(B),
() A<V <= lin(A)=A4,
(d) lin(lin(B)) =lin(B),
(e) lin(AUB) =1in(A) +1in(B).

(b) V =175 U—Sol({ ), A={[1,1,2,2],[0,1,2,1],[2,2, 1, 1]};
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10. Pokazaé, ze
(@) pelin(ay,...,a,) <= lin(ay,...,a,) =ln(B,04,...,0,),

(b) dladowolnychi,j=1,...,n,i# joraz x € K, zachodzi réwnos¢
lin(ay,0,...,0,) =lin(o, 00, ..., 0i—1,04 + X0, 0lit1,...,0p),
(¢) dladowolnegoi=1,...,n,o0raz x € K, x # 0, zachodzi réwnos¢
lin(o,00,...,0,) =lin (0,0, .., 0i_1,X04, Olit1,--.,0y),
(d) Dla dowolnej permutacji (iy,...,i,) zbioru {1,...,n} zachodzi ré6wno$¢
lin(oy,...,0,) =lin(o,,..., 0, ).

Kazda z powyzszych réwnosci udowodni¢ dwoma sposobami: (1) wykorzystujac okreSlenie podprzestrzeni gene-
rowanej przez zbidr, (2) wykorzystujac fakt, ze podprzestrzen generowana przez zbidr A jest zbiorem wszystkich
kombinacji liniowych zbioru A.
11. Wskaza¢ skoficzony zbiér A rozpinajagcy podprzestrzen U przestrzeni liniowej V , gdzie:
(@ V=R} U=R3%
(b) V=R* U={[t+uu?t,t—ul:t,ucR}
(€©) V=123, U=Sol(X;+X,—X;=0);
@ v =Q* U:Sol({xl+2X2_X3:O )i
X —-X+X35—X—-4=0
() V=C (nadR), U={z€C:Rez=Imz};
® V=R[X], U=R[X]s.
12. Wykorzystujac zadanie 10(a) wybraé z podanego zbioru rozpinajacego podprzestrzeh U przestrzeni liniowej V
minimalny zbidr rozpinajacy U, gdzie:
(@ V=R U=lin([1,5,7],[2,1,2],[-5,2,1]);
(b) V=2s* U=1in([4,2,3,2],[2,1,2,2],[1,3,0,4],[2, 1,4, 1]);

1 2] |2 2| |0 1
— 2 _n
ov-@p o=l I F I
13. Wykonujag przeksztatcenia elementarne na zbiorze rozpinajacym, znalez¢é minimalny zbi6r rozpinajacy podprze-
strzefi U przestrzeni liniowej V, gdzie:
(@ V=R* U=lin([1,2,-2,2],[0,3,-3,0],[-2,5, -5, 4], [-1,0,0, =2, [3, -1, —1,6]);
(b) V=Z7°, U=lin([1,3,3],[2,5,0], 2, 1,4}, 5,2,0]):
(C) V= Q3a U :lin([lv 1; 1]; [Za 717 3]7 [Oa 17 *5]7 [37 727 1]; [6a *23 71])
14. Przedstawi¢ wektor o € V w postaci sumy wektora z podprzestrzeni U i wektora z podprzestrzeni W, jesli:
(@) V=R?} U=lin([1,0,—1],[0,1,1]), W =lin([1,1,0]), a=][0,1,1];
(b) V=75, U=Ilin([2,0,1],[0,1,2]), W=1lin([1,1,1],[3,1,2]), o=][1,2,3];
(© V=R3} U=lin([1,1,1]), W=Sol(X;+X2—X3=0), a=][l,-1,2];
15. Pokaza¢, ze R* = U, @ Us, jezeli

1
(@) Uy =Sol(x;+x2+x3+x4 =0), natomiast U, = lin( } )
1
0 1
_ X14+2x —x3+3x4 =0 . L 2 1
(b) U1—Sol({ oy st =0 ), natomiast U, = lin( R )
1 1
1 2
16. Pokazaé,ze R* = U; +U,,lecz R* # U; @ Us, jezeli U = Sol (3x; —2x +x3+4x4 =0), za§ U =lin( i , _01
1 3

Do réwnania definiujacego U, dotozy¢ jeszcze jedno réwnanie tak, aby nowa podprzestrzen rozwiazaf U; spetniata
warunek R* = Ui & U,.
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17. Uzasadni¢, ze

1 1 1 0 1
R¥=1lin(| O [,| 1 )@lin(| 1 |)=lin(| O |,| O |)@lin(| 1 |)
0 1 0 1 1
0 0 1
=lin({ 1 |,| O |)®lin(| I |)
0 1 1
5
W przypadku kazdej sumy prostej przedstawi¢ wektor 2 w postaci sumy wektora z pierwszego skladnika
-1

sumy prostej i wektora z drugiego sktadnika sumy proste;j.

18. Niech V =RF (zob. zadanie 1 z poprzedniego zestawu). Zbiér funkcji nieparzystych oznaczymy litera N, natomiast
zbidr funkcji parzystych - litera P. Pokaza¢, ze N oraz P sa _podprzestrzeniami przestrzeni V oraz ze V =N @ P.
Przedstawic¢ funkcje f dana wzorem

f(x) = apx" 4 +arx+ag
w postaci sumy funkcji parzystej i funkcji nieparzyste;j.

19. Pokazac, ze jesli Uy = lin ((11,(12, . ,Otk), U, =lin (Bl B2y, B[), to
Ul +U2 - lin(alaa2a~"7aka[3]aﬁ27"'al31)'

20). Udowodni¢, ze podzbiér U jest podprzstrzenia przestrzeni liniowej V oraz wyznaczy¢ wszystkie warstwy przestrze-
ni V wzgledem podprzestrzeni U, jesli:

@ V=(Z2)’, U={[0,0,0],[1,1,1]}
(b) V=(2Z3)%, U={[0,0],[1,1],[2,2]}.
(©) V=(Z3)?, U=Sol(X;+X2+X;=0).

21. Niech K bedzie ciatem skoficzonym oraz U niech bedzie podprzestrzenia, przestrzeni K. Wykazaé, ze wszystkie

warstwy przestrzeni K" wzgledem podprzestrzeni U sktadaja, sig z tej samej liczby elementéw.

22. Sprawdzié, czy uktad (o, ..., a,) wektoréw przestrzeni R jest liniowo niezalezny, gdzie:

(@ o= [17 2, 3]7 A2 = [3 6 7],
(b) a; = [43 _27 6]7 ap = [63 37 9]
(C) (1]:[2, _37 1]7 (12_[ 175} (}'3:[17_473}5
@ oy =1[2,-3,1], o2=[3,-1,5], az=][1,-4,3], o4=][1,1,3];
23. Sprawdzi¢, czy uktad wektoréw (ay,...,a,) przestrzeni K* jest liniowo zalezny, jezeli:
1 4 2 5
2 1 1 4
@ K=2Z7, 1= |5 |, @=| 4|, B=| |, W=/,
1 4 4 2
[ 1 4 2 6
2 1 1 3
(b) K = R’ a] = 3 £ GZ = 5 £ (x'3 = 3 ’ (X.4 - 10
|1 4 4 5
[ 1 4 44i 5
i 1 0 2i
(c) K_C7 al_ 3 £ a2— 5 ’ a3_ 5+3i s a4 i
| —i 4 5 2
1 4 2 5
2 1 1 4
M K=2Zs, ou=| 5|, =] |, B=| 5|, =],
1 4 4 2
Jezeli to mozliwe, przedstawié jeden z wektoréw tego uktadu jako kombinacje liniowa, pozostatych.
24. Sprawdzi¢, czy uktad (o, ...,o,) wektoréw przestrzeni K22 jest liniowo niezalezny, gdzie:

(a) K=R, O(1|:(1) ﬂ, (xz[i ﬂ

1 2 1 0 0o 2
(b) K =173, (112{0 1}, 0122[1 1]7 0132{2 0}
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25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

34.

3s.

36.

37.

38.

39.
40.

1 1 1 0 0 1 1 0
(¢) K =17, 0€1={0 1}7 022[1 1], 032[1 0}’ 0€4=[0 1}

Sprawdzié, czy uktad (a,...,a,) wektoréw przestrzeni K[X] jest liniowo niezalezny, gdzie:
(@ K=R, o =2X+1, ap=X% a3=X+1)3%
b) K=Z3, o1=2, op=X>, oz3=(X—-1)>%
Sprawdzi¢, czy fi, f», f3 saliniowo niezalezne w R¥, jezeli
@ filx)=1, fo(x)=sinx, f3(x)=sin2x dla x€R,
M) fi(x) =1, fr(x) =sin*x, f3(x) =cos2x dla x€R.

Sprawdzi¢, czy 1, X, X2,...,X" sa liniowo niezalezne w przestrzeni wektorowej K[X]. Sprawdzi¢, czy dla danego
a € K, wielomiany 1, X —a, (X —a)?,..., (X —a)" saliniowo niezalezne w tej samej przestrzeni.
Sprawdzié, czy fi,fa, ..., fs sa liniowo niezalezne w R, jezeli fi(x) =[x — 1| |x—2|----- x—idlaxeR,i=
1,...,n.
Sprawdzié, czy uktad (a,...,q,) wektoréw przestrzeni C nad R jest liniowo niezalezny, gdzie:
@ o =141, ay=3-—1,
(b) aj=i, ow=2—i, oz3=5-3i.
Sprawdzié, ze 1,\/5, V3 sa liniowo niezaleznymi wektorami przestrzeni R nad Q.
Wyznaczy¢ wszystkie warto$ci parametru a € K dla ktérych uktad wektoréw (o, ..., 0.,) przestrzeni K> jest linio-
wo zalezny, jesli:
1 4 2
(a) K:Z7, a; = 2 . o = 1 , O3 = 4 .
3 5 a
! 0 1 a
(b) K=R, o;= 2 |, =11, o3=| 1|, og=1|0
| -1 3 [ 0 1
1 i
() K=C, oy=1|1i |, =10
| 3 a

Wykazad, ze liniowo zalezny jest kazdy uktad wektoréw

(a) zawierajacy wektor zerowy,

(b) zawierajacy dwa wektory réwne,

(c) zawierajacy poduktad liniowo zalezny.
Wykazaé, ze jesli wektory a, ..., o, saliniowo niezalezne, a wektory a, ..., o, p sa liniowo zalezne, to wektor
B jest kombinacja liniowa wektoréw oy, ..., o,.
Zat6zmy, ze uktad wektoréw (o, ..., o) jest liniowo niezalezny. Udowodnié, ze kazdy z nastepujacych uktadéw
wektoréw jest liniowo niezalezny:

@ (0, ..vy Q1 XOG, Qi 1, ---y Op), gdzie x#0,

(b) (0, ..., 01, X0+ 0O, Cliy1, ..., 0p), gdzie x#O0.
Zatézmy, ze w przestrzeni liniowej nad cialem R uktad wektoréw (o, 02, a3, o) jest liniowo niezalezny. Spraw-
dzi¢, czy liniowo niezalezny jest uktad wektorow
B1 =301 +200+0a3+0a4, P2=20c+50+303+204, P3=230;+40+203+304.
Zatézmy, ze w przestrzeni liniowej nad ciatem R uktad wektoréw (o, ap, 03, ds, d5) jest liniowo niezalezny.
Sprawdzi¢, czy liniowo niezalezny jest uktad wektoréw
B1 =30 +40y —503 — 204 +4as5, P2 =8a;+70r —2a3+ 504 — 1005, P3 =201 —0ay+ 80z — o4 +205.
Zatézmy, ze w przestrzeni liniowej nad ciatem R uktad wektoréw (o, 0y, ..., a,) jest liniowo niezalezny. Spraw-
dzi¢, czy liniowo niezalezny jest uktad wektorow

@ Br=a1, Pr=o1+op, Pz=a;+or+03, ..., Pp=0r+or+...+0,;

b) pr=oitor, Pr=octoas, ..., Pr1 =01+, Pp=0c,+a.
Wykazac, ze wektory a, o, . . . o, salinowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych skalaréw a,a»,...a,
iby,by,...,byzréwnosci ajoq+axdy+---+a,0, =bio +broy+---+bya, wynika,ze ay=by, ar =b,,
vy Ay = by,
Pokaza¢, ze niezerowe wektory oj,00,...q, saliniowo niezalezne wtedy i tylko, gdy

lin(ay,...,0) =lin(oy) @--- Slin(ay).
Pokaza¢, ze jeSli niezerowe wektory o, ap,...0, saliniowo niezalezne, to dla kazdego 1 <k <n,
lin(o, 0g,...,0,) =lin(oy, 0g,...,04) Blin (g1, ..., 0).
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Zadania z algebry liniowej
ZESTAW 9 - Baza przestrzeni liniowe;]

1. Pokaza¢, ze wektory a,..., 0, tworza baze przestrzeni V i znalez¢é wspétrzedne wektora f w tej bazie, jezeli
(a) V:R37 0(1:[1,07 1]7(12:[1,1,0],(13:[1,1,1}, 62[172)3]a
(b) V:Z53a 0'1:[27171]70'2:[1737 1],(13:[1,1,4], B:[l,l,l],

10 11 1 0 0 0 12
— R2 = = = = =
(©) V=R3, al—[o 1}’“2—[0 o}"“—[o o}’““‘[—l 0]’ B_L 1}’

d) V=C? or=[lLi,0=][il1], B=[1+i?2i;

@ V=RX]5, ai=l,opu=X—-1Lo03=X-12 og=X—-1)73 B=X4+2X>+X-1,
) V=C, nadR, o;=141i, ap=3i,

@ V=0(V2), ndQ a;=3,a=2+v2, p=1-2V2.

2. Pokazaé, ze wektory a.p, ..., o, tworza baze przestrzeni Q" i znalezé wspéirzedne wektora B w tej bazie, jezeli
[ 1 1 1 6
@n=3o0y=|1],00=|1],08=|2|,p= 9
|1 2 3 14
[ 2 ] 3 1 6
(b) n=3;01 = 1 ,0p = 2 |,o3=| -1 | ,B= 2
| -3 | -5 1 =7
(1] 2 1 1 7
(© n=40= _2] L0 = 8 03 = ? L0y = _31 B= l‘t
| —2 | -1 4 0 2
3. Wyznaczy¢ baze i wymiar podprzestrzeni lin (oy, 0y, .. .,a,) przestrzeni Q* gdy:
[ 5 ] 4 1 3
@ o = g az = ! a3 = : oy = !
-3 |’ -2 |’ -1 |’ -1 |’
1] 3 2 2
[ 2 4 3 ] 4 7
(b) a; = 31 SO = 13 , 03 = 32 L0y = 151 , 05 = _g ;
LS5 ] i ] | 4 17 0
(1] i ] [ 2 ] 5 3
©@ar=| 2 lo=| > [as=| 2 |as=| *° |Las=|
3 —4 |’ 8 |’ -9 | 1
| —4 ] 1] | -3 | -12 2
4. Wybra¢ baze podprzestrzeni lin (ou,0,. . .,a,) C Z7™ sposréd wektoréw o, 02, .. ., a, , jezeli
[ 1] [ 1] [ 3]
(@ oy = " o = 2 a3 = o1,
0’ 30 0|’
| 0] | 4] | 0]
[ 1] [ 2] [ 3] 4
W a=|2la=|] o=t ]a=|]]|
| 4] | 5 ] | 6 ] 0
[ 2] [ 4] [ 6] 1 6
(©) a;= ! a = 2 o3 = 3 oy = ! os = 0
4 1’ 517 1|’ 4
|1 | 2 ] | 3] 1 0
[ 1] [ 2] [ 3] 4 1
(d) ap = 2 , 0y = 3 , 03 = 2 , 0y = 3 , 05 = 1
| 3 | 4 ] | 3 4 1

5. Znalez¢ dowolne bazy podprzestrzeni z poprzedniego zadania, stosujagc przeksztalcenia elementarne na zbiorze
rozpinajacym.

6. Znalez¢ baze podprzestrzeni U przestrzeni V, gdzie:
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@ V=R* U={[u2t,u—2t+s,u—s]:utscR},
(b) V=23* U={[x1,x0,x3, %) : x{ +x0—x3=0 i 2xp —x3+x4 =0},
(¢ V=R U=Sol(X;—2X,+X;—3X4=0),
2 _ a 2b .
@ V=03 U_{[b 24 L a,beQl,
() V=C, nad R, U={z€C,:z+2z=0}.

7. Wyznaczy¢ bazy podprzestrzeni rozwiazan nastepujacych uktadéw réwnan (nad R):

X1 +3x4+2x3=0 X1 +x2 —3x4=0
(a) 2x1 —x+3x3=0 (b) X1 —X24+2x3—x4=0
3x1 —5xp +4x3 =0 dx; —2x0+6x3+3x4 =0
8. Czy mozna znalez¢ baze przestrzeni K* ztozona, z wektoréw postaci:
X1 X1
X2 X2
(a) s s X1+x4+x3+x4=0, (b) o ;o X1t+x4xztxs=1.
X4 X4
9. Pokazaé, ze jesli wektory ap,00,...,q, tworza baze przestrzeni wektorowej V nad ciatem K, to dla dowolnych
i,j=1,...,n,i# j, wektory:
(@ oq,02,...,04_1,0; +X0,qi+1,...,a, dlax € K,
(b) ay,09,...,0i_1,X0%,aQi+1,...,apdlax € K, x 7& 0
réwniez tworza baze przestrzeni V.
10. Pokazac, ze jesli wektory o, 0y, ..., o, tworza baze przestrzeni wektorowej V nad cialem K to wektory
@ oo +0a,...,0+0+...+a,,
(b) oy, 01—z, 0 —03,...,00 =0y

réwniez tworza baze przestrzeni V.
11. Zat6zmy, ze wektory o, 00,03 tworza baze przestrzeni V nad Zs. Sprawdzié czy wektory
(@) aj+ox+o03, a;+2a+asz, o +0y+203,
(b) oy +20y+ 303, 204 +20 + 03, 20 + 30, + 03,
tworza, baze przestrzeni V.
12. Znale7¢ baze przestrzeni R?, w ktérej wektor £, ma wspétrzedne (1,2, 1) oraz baze, w ktdrej wektor ten ma wspot-
rzedne (1,1,1), a wektor €| + €2 wspétrzedne (1,0,0).
13. Niech (B1,Ba,.-.,Bn) bedzie uktadem niezerowych wektoréw przestrzeni V. Pokaza¢, ze uktad
(B1,B2;---,Bx) jest baza przestrzenia, V wtedy i tylko wtedy, gdy V = lin(B1) @ lin(f2) ® - -- @ lin(By)-
14. Zatézmy, ze (0, 00,...,0,) jest baza przestrzeni V. Pokazaé, ze V = lin(a,...,ox) @ lin(ogyq,...,0,) dla
kazdego 1<k <n.
15. Znalez¢ baze podprzestrzeni U i W przestrzeni Zs> oraz baze sumy U + W jak i baze cze$ci wspdlnej U NW, gdzie:
(a) U= hn( [17 17 2]7 [27 lu 2]3 [37 17 O] )7 W= SOI(XI +X2 +X3 :0)9
() U=1in([3,1,2],[2,1,2],[3,3,1]), W=I1in([3,3,2],[2,1,4],[3,2,3]),
2X1 —Xo+X3=0 )

¢) U=Sol(2X;+2X,+X3=0), W =Sol
(c) (2Xy 2+X3=0) (X1+3X3:O

16. Znalez¢ baze kazdej z nizej wypisanych podprzestrzeni przestrzeni R* oraz baze sumy algebraicznej U; + U;, jak i
czgsci wspolnej U; NU; kazdej pary podprzestrzeni:

[ 1 -1 3 x|
. 1 0 2 X
(a) U =lin( >l 1 ] 3 ), Up=A xj €R*: x; +xp —2x3 +x4 =0}
| 0 1 -1 X4
i 3 4 1 4
. 1 0 —1 -1 0
(b) Ul _hn( —1 5 1 ) 1 ),UQ—]IH( 2 5 0 )»
|1 -1 -3 -2 -3
X1
_ £2 4. _
U3—{ Y eR .xl—XQ+X3-|-)C4—O}.
X4
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© Uy ={ Z € R*: 2x) —xp +x3— 254 =0},
X4
[ 2 -1 4
. 1 0 3
U, =lin( e N | ).
1 1 5
[ 1 2 3 3 1 1 0
. 2 1 3 0 . 2 0 1
(d) Ul—hn( 3 3 2 5 5 ) 1 )’UZ_hn( 1 ) 0 ) 0 )
|1 3 4 5 1 0 0

17. Okresli¢ wymiar podprzestrzeni U przestrzeni V, gdzie:
@ V=R* U={[u2s—t,t+u,uts—t]:us,tcR},
(b) V=R’, U =Sol(X;+X7=0),
(©) V=173* U=ln([1,1,0,1],[2,1,12],[0,1,2,0],[1,1,0,1]),
) V=2s* U=Sol ({2X1+X4:0 )
31 +X, — X3+2X4, =0
(€ V=R[X], U=lin((X—-1)% (X+1)22X),
® v=C, U={z€eC:z-27=0}.
18. Podany uktad 4 wektoréw przestrzeni K" dopetni¢ do bazy B wektorami bazy kanonicznej (g, ..., €,), gdzie:
@ K=Q, n=4, A4=([1,2,1,1],[1,1,2,1]),
b)) K=7Z7, n=4, A4=([1,2,1,2],[3,5,2,1]),
(© K=C, n=3, 4=([1,i1],[i, 1,1]).
19. Zat6zmy, ze 4 = (ay,...,0,) jest baza przestrzeni liniowej V| nad ciatem K oraz B = (B1,...,Bn) jest baza,
przestrzeni liniowej V;, nad cialem K. Wykazaé, ze uktad wektoréw

C:((G1,e),...,(an,6),(e, Bl)a"'v(eﬂ Bm))

jest baza przestrzeni liniowej Vi x V. Jaki jest wymiar przestrzeni Vi x V, ?

20. Udowodni¢, ze jesli V jest przestrzenia liniowa o n—wymiarowa, to dla kazdej liczby naturalnej 0 < k < n przestrzef
V zawiera podprzestrzef o wymiarze k.

21. Udowodnié¢, ze jesli V jest przestrzenia, liniowa skoficzenie wymiarowa, to dla kazdej podprzestrzeni U przestrzeni
V istnieje podprzestrzen W taka, ze V = U & W. Podprzestrzen W nazywamy podprzestrzenia dopetniajaca,
22. W dla danej podprzestrzeni U przestrzeni V znalezé podprzestrzefi dopetniajaca, gdzie:
(@) V=R? U=Sol(X;—3X;=0),
(b) V=75 U=lin([1,2,2,0],[1,1,2,1],[1,1,1,2],[2,3,1,4]),
23. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwno$é
dim(W) +...+W,) <dimW, +...+dimW, .
24. Wykazaé, ze jesli K jest ciatem nieskoficzonym, to kazda niezerowa przestrzef liniowa nad ciatem K jest nieskon-
czona.
25. Dla jakiej wartosci parametru a € R podany uktad wektoréw jest baza przestrzeni R>:
@ ([1,1,1],[1,2,1],[1,0,q]),
) ([1,2,1],]a,1,1],[2,3,2]).
Dla jakiej warto$ci parametru a € R podany uktad wektoréw jest baza przestrzeni Z3>:
@ ([1,2,2],(2,2,1], [a, 1,0]),
) ([1,2,2],]a,1,1],[2,3,2]).
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Zadania z algebry liniowej

ZESTAW 10 - Struktura zbioru rozwiazan uktadu réwnan liniowych

1. Obliczy¢ rzad wierszowy i rzad kolumnowy macierzy

7 3 2 1 3 2 1 2
(@ |1 -2 -3 nadR, () |1 -2 -3 3 1| nadZs,
4 9 11 3 4 1 0 0
2. Obliczy¢ rzedy nastepujacych macierzy (nad ciatem R liczb rzeczywistych):
i ; é i 3 1 1 2 - 8 1
L4011 0 2 -1 1 2 2 7
(a) s 11110 (b) 4 3 2 -1 1 |, (o 2 4
113 1 12 9 8 -7 3 -1 =2
1112 -12 -5 -8 5 1 1 5
17 7 9 4 0 3 2 —4
7 5 1 -1 b7 45 -3
(d) ,  (e) 7 1 5 3 |, ®
4 2 -1 -3 -5
-1 1 3 5 S 3 3 ~1
L 1 -5 2 3
- 1 1.0 0 00 4 4 -1
(1) } (1) 8 8 011 0 00O 2 3 7
001 1 00 . 3 2 5
(g)ggéi?’(h)000110 D17 2 2
1000 1 00 0 0 1 1 1 7 6
L 1 000 0 1 2 1 1
5 =4 4 0 0 0
9 -7 6 0 0 O
. 3 -2 1 000
W) 1 -1 2 0 0 1
0 1 -3 010
-2 1 0 1 0 O
3. Obliczyé rzedy nastepujacych macierzy stopnia n nad ciatem R liczb rzeczywistych:
1 1 0 0 0 0 2 10 00 3
01 10 0 0 b2 1 00 :
01 2 00 0
@ [+ S N RO
PO 000 - 21 0
- L0 0 0 -~ 1 2] | 0
f[a 1 1 1 1 [ a 1 1 1 17
1 a 1 1 1 -1 a 1 1 1
1 1 a 1 1 -1 -1 a 1 1
() I 1 1 a 1 (© : : : : e
R 5 -1 -1 -1 a 1
|1 1 1 1 a | -1 -1 -1 - -1 a |
(1 n n non [a b 0O 0 0]
n 2 n n n 0 a b 0 0
n n 3 n n 0 0 a 0 0
® : : : e ® Do Do
n n n n—1 n 00 0 0 a b
| n n n n n b 00 0 0 a |
4. W zaleznosci od parametru A € R wyznaczy¢ rzad macierzy:
a
7-n  —12 6 *17‘ _lk § ; i 1
(a) 10 —19-—\ 10 (b) , (© |1
12 24 13-) 203 1
3 2 1 - 1 )
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[1-% 0 0 0 3.4 2 2 12 1
0 I-~ 0 0 3 17 7 1 A —1 10
©1 0 0o 222 3 " D1 w0an] @] 4 a 6
| O 0 0 3-A 4 1 1 3 2 5 1
5. Obliczyé¢ rzedy nastepujacych macierzy:
1 2 3 1 2 3 1 6 ; 431 ?
(a) 4154 dz (b) 32 21 dz © (4 1 4 dZ
Vol 1 3 4| M5 22 09 8 5 |MOER 9T S
| 5 4 2 2 11 12 2 11 1 1 4
6. Obliczy¢ rzedy nastepujacych macierzy zespolonych:
I+i 1+i 1-i 1—i i -1
(a) 1—i =140 143i |, (b) 1 0 2i |,
] i 14 i 2—i 14i
(1420 1—i 2430 2 AP R
(c) 3+ =20 S5+i 2-2i |, (@) . . :
5 3 148 442 1—i —1-2i 2-—i
L ! ! 244i  T—i 147

7. Wykaza¢, ze r(A+B) < r(A) +r(B).
8. Wykazac, ze jesli A oraz B sa macierzami o tej samej liczbie wierszy, to r([A|B]) < r(A) +r(B).

9. Wykazaé, ze jesli A oraz B sa, macierzami rzeczywistymi o tej samej liczbie wierszy, to

A B .
r([ >4 =38 ])r(A)+r(B).Tosamonang,Z51nadZ7.

. . . . | A]O . . . . . .
10. Wykazaé, ze rzad macierzy klatkowej postaci {T‘?] jest rowny sumie rzedéw macierzy A i B.

11. Obliczajac rzad odpowiedniej macierzy sprawdzi¢ liniowa, niezalezno$¢ uktadéw wektoréw (o,...,a,) wyste-
pujacych w zadaniu 23 z zestawu 8.
12. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste x,y,z,¢ dla ktérych:

x+4y+10z420t =x x+4y+10z+20t = —x
—6y—20z—45t =y (b) —6y —20z7—45t = —y
4y+15z+36t =z 4y+15z+36t=—z
—y—4z—10t =¢ —y—4z—10t = —¢

Znalez¢ baze podprzestrzeni rozwiazan kazdego z powyzszych uktadéw réwnan.

(a) (© t=0, (@ x=y.

13. Znalez¢ baze przestrzeni rozwiazan uktadu réwnaf o n-niewiadomych nad ciatem K:

yn=4K=Q;

X +X—X3=0
(@) { A A n=7,K=Q;

(b) Xi+X—X35=0
2Xo — X4 =0

2Xo — X4 =0

X1 +Xo—X3+2X4—3X5=0
() <2X]1 — X, +2X3=0 ,n=5 K=17Zj.
2X4—3X5=0

14. W zaleznosci od parametru @ wyznacz wymiar przestrzeni rozwiazan uktadu réwnan liniowych o 7 niewiadomych
nad ciatem K.

2X1+ X +X35=0 X1 +2X+3X3+4X4,=0
@ <X +2X+X3=0 ,n=3,K="17Zs; (b) <4X;+aX,+3X3+4X4=0 ,n=4,K=17s.
Xi+X+aX;=0 2X1+ X, +2X3+X4 =0

15. Rozwiaza¢ nad ciatem R liczb rzeczywistych nastepujace uktady réwnan. Przedstawi¢ zbidr rozwiazan kazdego
uktadu niesprzecznego w postaci warstwy w odpowiedniej przestrzeni oraz znalez¢ uktad fundamentalny (tzn. bazg
przestrzeni kierunkowej zbioru rozwiazan).

2x—3y+5z4+T7t=1 zi?iffg

(a) 4x—6y+22+3t:2 ; (b) y 7= :
2x—3y—11z— 15t =1 2x+3y—5z=17
g : a x+8y—Tz=12
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3x+4y+z+2t=3
6x+8y+2z+5t=7
Ox+12y+3z+4 10t = 13

(c)

(e) 6x—4y+4z+3t=3 ;

Ox—6y+3z+2t=4

X+y+3z—2t+3w=1
2x+2y+4z—t+3w=2
3x+3y+5z-2t4+3w=1"
2x+2y+8z—3t+9w =2

6x+4y+5z+2t+3w=1
3x+2y+4z+t+2w=3
3x+2y—2z+¢ =-7"
Ix+6y+z+3t4+2w=2

(@)

{3x—%wdz+m:2

@

3x—5y+2z+4t=2
(d) Ix—4y+z+3t=5 ;
Sx+T7y—4z—6t=3

8x+6y+ 57421 =21
3x+3y+2z4+1t=10
®) 4x+2y+3z+t=8
3x+5y+z+t=15
Tx+4y+5z+2t =18

2x—y+z+2t+3w=2
6x—3y+2z+4t+5w=3
6x—3y+2z+8t+13w=9 "~
dx —2y+z+t+2w=1

(h)

16. Rozwiaza¢ nad ciatem Q oraz nad Z, nastepujage uktady réwnan. Przedstawi¢ zbi6r rozwiazan kazdego uktadu
niesprzecznego w postaci warstwy w odpowiedniej przestrzeni oraz znalez¢ uktad fundamentalny (tzn. baze, prze-

strzeni kierunkowej zbioru rozwiazan).
2x+Ty+3z4+1t=6
(a) 3x+5y+2z+2t=4 , p=11,
Ix+4y+z+Tt=2
6x+3y+2z+3t+4w =5
4x+2y+z4+2t+w=4

© 4x4+2y+3z+2t+w=0 ’ p=1
2x+y+Tz+3t+2w=1
x+2y+3z—2t4+w=4

© 3x+6y+5z—4t4+3w=>5 p=13

X+2y+Tz—4t+w=11 ~
2x+4y+2z—-3t+3w=06

2x+3y+z+2t=4
4x+3y+z+t=3
(g Sx+11ly+3z+2t=2 , p=17
2x+5y+z+t=1
x—=Ty—z+2t=17

9x—3y+5z+6t=4
(b) 9% —3y+5z+6t=4 , p=13;
3x—y+3z+ 14t =-8

x—y+3z-Tt=5
(d) 6x—3y+z—4t=17 , p=37
4x—2y+14z—-31tr =18

3x+2y+2z4+2t=2
2x+3y+2z+5t=3

) x+y+4z-5t=1 , p=17
2x+2y+3z+4t=5
Ix+y+6z—t=17

17. Kazdy z nastepujacych uktadéw rozwiazaé w ciatach Zs, Z7, Zp;. Przedstawi¢ zbiér rozwiazan kazdego ukta-
du niesprzecznego w postaci warstwy w odpowiedniej przestrzeni oraz znalez¢ uktad fundamentalny (tzn. baze

przestrzeni kierunkowej zbioru rozwiazan).

x+4y+3z=2
(@ ¢ 3x+2y+4z=3 ,
dx+y+z=0

x+y+z=1

2x+3y+z=1
(b) x+4y+3z=3
4x +3z=2

18. Pokaza¢, ze uklad réwnaii ¢ 2x+y—z=2 jest sprzeczny w ciele Z, wtedy i tylko wtedy, gdy p = 2.

x—y+3z=0

19. Rozwiaza¢ nad ciatem C nastepujage uktady réwnaf:

(I+i)x+2iy—z=3+2i
(a) B+ix+(1—i)y+4z=6+1i ,
Sx+y—iz=2

(I+i)x+2y—iz=2-3i
(b) 3x+iy+(2—i)z=6+4i .
(4+i)x+y+37=6+6i

x+2y+6z+6t=1
20. Dla jakiego parametru A € Z7 ukfad réwnan x+y+z+3t=2 nad cialem Z; ma rozwiazanie? Rozwiazaé
3x+5y+6z+t=A
ten uktad, gdy jest to mozliwe.
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21. W zaleznoSci od parametru A € Q rozwiaza¢ uktady réwnan:
8x+6y+3z4+2t=5 2x—y+3z+4t=5 Mty+z+r=1
—12x—3y—3z+3t=-6 ) 4x —2y+5z+6t =7 © x+hy+z+t=1
4x+5y+z+4t=3 ’ 6x—3y+7z4+8t=9 ° x+y+hz+t=1"
M+4y+z+4t=2 A —4y+9z+10t =11 x+y+z+M=1

22. W zaleznoSci od parametréw a,b € R rozwiazaé uktady réwnan:

(a)

x+y+2z=1 ax+y+z+t=1
(a) x—y+z=0 | (b) x+ay+z+t=1
2x+ay+2z=>b x+y+z+t=>b

23. W zaleznosci od parametru a € Z; wyznaczy¢ wymiary podprzestrzeni rozwiazan uktadéw réwna:

x+ay+4z+3t=0

(a) X+y+6Z+af:0 ) ay+3z+t:0

2x+2y+az+t=0
(b) {
x+y +2t=0

24. Dla jakich parametréw a,b € Z7, uktady réwnad liniowych UI; oraz 1l (nad ciatem Z;) maja réwne zbiory roz-

wiagzan, jezeli

a x+2y+6z+4t=1 U Sx+ay +2t=2
! 3x+y+2z4+t=0 2\ 3x+5y+bz =1
25. W zaleznosci od parametréw a,b € R rozwiazaé uktady réwnan:
ax+y+z=1 ax+y+z=4 ax+by+z=1
(a) x+ay+z=a , (b) x+by+z=3 , (© x+aby+z=>b .
x+y+az=ad* x+2by+z=4 x+by+taz=1

26. Dla jakich parametréw a,b,c,d € R kazdy uktad réwnan z danymi lewymi stronami ma rozwiazanie?

ax+by+cz+dt a’x +ay +az +at

bx—ay+dz—ct ) ax+ (b* —1)y+ (2b+ 1)z + (3b+ 1)t
cx—dy—az+bt ° ax+ (2b+ 1)y + (2 +5)z+ B+ 7t
dx+cy—bz—at ax+ Bb+1)y+ Be+7)+ (d*>+ 1)t

(a)

Jak zmieni sie odpowiedz, jezeli dopusci¢ a,b,c,d € C? Poda¢ wzory na rozwiazanie uktadu (a) oraz b) (przy

dowolnych prawych stronach réwnan).

27. Dla jakiego a € K wektor o nalezy do podprzestrzeni przestrzeni K" generowanej przez wektory a.,. .., o, jezeli
[ 2] [ a —1
1 2 1
(a) K_Q> a = 3 ,Ot]— 0 sa2_ 73
| a | | 1 0
[ 1] [ a [
(b) K=C, a= i |, = —14i ,0p = —1
L 1] | 1+i | —a
1 0] a —a |
2 6 1 2
() K=%77, o= 4 , 0] = 2 ,0p = 1 , 03 = 0
5 a | 1| 2
28. W zaleznosci od parametru a € Zs wyznacz wymiar podprzestrzeni przestrzeni Zg generowanej przez wektory
2 1 1 [ a 2 3 1]
a 1 2 1 2 3 2
@ [ 1], |al.]|2]; ®d | 1], al],. |3 ]]1
3 4 4 1 2 3 2
4 1 a | 1 2 a I ]
29. Jesli o, B,y,. .. sa wektorami przestrzeni wspétrzednych K", to symbolem [a.,B,Y, . ..] oznaczamy macierz, ktérej

kolumny sa utworzone ze wspétrzednych wektoréw o, f3,y,....Dlak <n:
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(a) Sprawdzi¢, ze wektory oy,0a,...,04 sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki podzbidr
{i1,i2y. .. in_t} zbioru {1,2,...,n}, ze

det[o), 02, ..., 04, €, &, - .-, 8, ] #O.
(b) Sprawdzié, ze wektory ay,ay,...,0 sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego podzbioru
{i1,i2y ..« in—t} zbioru {1,2,...,n} zachodzi r6wno$¢
det[o, 02, ..., 04,8, &, ..., 8, ] =0.
(c) Zapisac oba warunki za pomoca, wzoréw, w ktérych wystepuja tylko wspétrzedne wektoréw a, oy, ..., 0.
30. Przypusémy, ze o, 1,02, . .., 04 € K" oraz ze wektory o, 02, . . . , 0 saliniowo niezalezne. Oznaczmy € := [x,x2, . . ., X,].
Niech ¢;,,¢;,,...,&;_, beda,takie, ze
det[oty, 02, ..., 0%, i\, €y, - - -, &, ] #O.
Pokazaé, ze warstwa a.+1lin (o, ..., 0y ) przestrzeni K" jest zbiorem rozwiazan uktadu réwnan
’ ,O0k) P J Z
det[oy, 0,...,04,E — O, &), ..., ] =0
det[oy, 00, ...,04,8,,E—0,...,& ,]=0
det[o, 02, ..., 04, €, &, ...,5 —a] =0

31. Znalez¢ uktad réwnan liniowych nad Zs, ktérego zbiorem rozwiazan jest podprzestrzei:
(a) 111’1([2, 17 3a 1]’ [la 37 47 3]7 [17 07 17 2’]7 [07 25 27 4] )’
() lin([2,1,3,1],]0,1,1,2],[1,0,1,2],[0,2,2,4]).

32. Znalez¢ uktad réwnaf liniowych nad R, ktrego zbiorem rozwiagaf jest:

; jl 1 1 2
(@) +lin( )y, ® | o |xin(] 2], 4 |,
3 -3 3 3 1
4 | -1
e o | 11 1] ]2
(© | 1 |+lin(| 11]), @ +lin , ; )
) | 1 3 3 0
L 2] i 2 1 1 1
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1.

Lt

et

8.

9.

Zadania z algebry liniowej
ZESTAW 11 - Przeksztaltcenia liniowe

Ktoére z podanych nizej przeksztatcen ¢ : K" — K™ sa przeksztatceniami liniowymi:
[ x ] [ x4z X X

)= 2x+z , ) n=m=3,9(| y |)=| y+1 |,

| 3x—y+z z z+2

 2x+y X—y+2z ]

)= x+z |, d) n=m=3,¢( )= 2 ’

z y

(@ n=m=3,¢(

N o= =

xX—y+2t
)= | 2x+3y+5z—1t |,
X+z—t

x—y+2t
)= | 2x—3y+5z—1 |,
x—z—t

() n=4,m=3,¢(
(

) n=4m=3,9

IS T T R S R oy |

i [ x+3y—2t
. xX+y+z
)= 2y -+t ’
y+z
x+3y—2t
)= xX+y+z
2y —3t ’

| 7] 2x+4y+z7—-2¢

X X+z
@) n=m=3,9(| ¥y |)= 2xz

Z 3x—y+z
W przypadku, gdy przeksztatcenie @ jest przeksztatceniem liniowym, zbada¢ czy jest to monomorfizm, epimorfizm.

x
y
Z
X
() n=m=3,9(| y
Z

X

(8 n=m=4,¢( ﬁ
t
X
y
z
t

(h) n=m=4,q¢(

Wykazaé, ze jezeli ¢ : K — K jest przeksztalceniem liniowym, to istnieje a € K takie, ze ¢(v) = av dla kazdego
v € K. Dla jakich a przeksztatcenie dane takim wzorem jest monomorfizmem, epimorfizmem ?
Ciato C liczb zespolonych mozna rozpatrywaé jako przestrzei wektorowa, nad ciatem C (ozn. C') oraz jako prze-

strzefi wektorowa, nad ciatem R liczb rzeczywistych (ozn. Cg ). Wykazaé, ze f : C — C, f(z) =Z, jest endomorfi-
zmem przestrzeni Cg, ale nie jest endomorfizmem przestrzeni C'.

Sprawdzi¢, czy odwzorowanie §lad macierzy tr: K] — K okre§lone wzorem
air aiz - dip
ay axp - Ay I
tr . . . = E aij
: : I [
apl dp2 -+ dpp

jest przeksztatceniem liniowym.

Sprawdzié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b, a < b odwzorowanie Cy([a,b]) — R przestrzeni funkcji

b
ciagtych okre§lone wzorem f — [ f(x)dx jest przeksztatceniem liniowym.
a

Symbolem C,(a,b) oznaczamy przestrzen funkcji rzeczywistych okre§lonych na przedziale (a,b) i majagcych po-
chodne ciagte do rzedu n wtacznie. Sprawdzié, ze dla kazdego n > 0 odwzorowanie C,,(a,b) — C,—1(a,b) okre§lone
wzorem f +— f’ jest przeksztatceniem liniowym. Czy jest ono epimorfizmem? monomorfizmem?

Przypusémy, ze V, W, W, s a przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Funkcje f: V — W; x W, mozna zapisac przy
pomocy pary funkcji f; : V — W oraz f, : V — W, wzorem f(v) = (f1(v), f2(v)). Wykazaé, ze f jest przeksztatce-
niem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy fi i f> sa przeksztalceniami liniowymi.

Wykazac, ze:

@) jesiV=Vi@V,,toV =V xV,,

(b) jesliV=VvVi@---adV, ,toV=V;x---xVn.

Znalez¢ jadra i obrazy przeksztalcen liniowych z zadania 1.
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10. Znalez¢ jadro i obraz symetrii (rzutu) wzgledem Vi (na V; ) wzdtuz V; .
2x+3y
xX=y
3y

11. Przeksztatcenie liniowe ¢ : K? — K* dane jest wzorem ¢ [ i ] )= . Wyznaczyé:

0 2 3 0
(b) przeciwobrazy podprzestrzeni: K>, {| 0 |}, lin( ), lin(| I |), lin(| =1 |, 1 |),
0 3 0
x
{ly | €K :x+y+z=0}.
z

12. Przypuéémy, ze ¢ : V — W jest przeksztatceniem liniowym, X jest podprzestrzenia przestrzeni V,a Y jest podprze-
strzenia, przestrzeni W. Wykazaé, ze (a) ¢ !(p(X)) = X+Kergp, (b) o(p ! (¥))=YNIme.

13. Wiadomo, ze przeksztatcenie liniowe ¢ : V — W spelnia warunki:

(o) = PB1+2p2+3P3,
(o) =4p1 + 52 + 63,
@(a3) =7P1 +8B2 +9P3

gdzie (ay,00,03) jestbaza V,za$ (B1,P2,P3) jest baza W. Obliczy¢ wymiar obrazu i wymiar jadra przeksztat-
cenia .

14. Niech ¢ i y beda, odwzorowaniami K* — K* takimi, ze:

CP((ahClZaa%m)) = (O7a1,a2,a3,...),
Y((ar,a2,as,...)) = (az,a3,a4,...).
(a) Sprawdzié, ze ¢ i1 sa,endomorfizmami przestrzeni K”.

(b) Obliczyé o ipoq.
(¢) Sprawdzi¢, czy @ lub Y jest monomorfizmem, epimorfizmem, izomorfizmem.

15. Czy istnieje przeksztatcenie liniowe ¢ : R* — R? spetniajagce warunki:

1 1 0 0 1 0
@ o(| 1 ])=1]0 ], 1 1 {,9(] O 0 |,9(
L0 | o] |1 o] [1] 1]
[ 1] 17 To 37 [1] 4]
®) o(| 1 )=|2 [0 1 2 Lo 2 4 1;
L0 ] 3] |1 1] Lt 4]
(1 17 0 3 1 4
@ o(| 1 )=1|2 |01 2 lLo(| =2 |)=1|4|;
|0 3 | 1 1 1 4
1 1] 0 3
@ o(| 1 [)=]2].9]1 0 |?
K 0 | 1 1

W przypadku pozytywnej odpowiedzi przeanalizowac liczbe rozwiazan i znalez¢ wzér przynajmniej jednego takie-
go przeksztatcenia liniowego.

16. Skonstruowaé przeksztatcenie liniowe T : R® — R? spetniajace warunki:

1 2 2 1
(| 1 [)=|1].,=(| 1 |)=|1],vot=idgs.
2 1 1 2

Wyznaczy¢ wzér analityczny przeksztalcenia t.
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17. Znalez¢ wz6r analityczny:

(a) symetrii przestrzeni R? wzgledem lin ( { ; } ) i wzdhtuz lin ( [ (l) ] );

1 0 1
(b) symetrii przestrzeni R? wzgledem lin(| 1 |, | 1 |)iwzdluzlin(| 1 |);
S0 1 2 . -1 ..
(¢) rzutu przestrzeni R* na lin ( 3 ) wzdtuz lin ( 1 );
1 1 -1
(d) rzutu przestrzeni R*nalin(| 0 |)wzdtuzlin(| 1 |,| 1 |).
1 1
1 1
18. Poda¢ wzér analityczny przeksztatcenia liniowego 1 : R? — R3, o ktérym wiadomo, ze Keryp =1lin(| 1 |, | 1 |)
1
1
oraz Imp =1lin(| 1 [).Czy rozwiazanie jest jedyne?
1
19. w przestrzeni K_3 wybrano bazy
1 —1 1 1 0 0
A= 11,] 2 [,|]0]|) oraz B=(|0|,|1]|,]0]),
Lo [ L | [1] 0 0 1
natomiast w przestrzeni K* wybrano bazy
(2] [ 1t ] [0] -2
1 1 1 0
'q4 - ( 0 ) _1 I 2 J O ) oraz
L 1] [t | [O] 0
17 [0 0 0
0 1 0 0
B=Uol ol 1] o]k
0 0 0 1

Znalez¢ macierz przeksztatcenia liniowego ¢ : K" — K™ w bazach 4, oraz B, (4, oraz 4,,; ‘B, oraz ‘B,; B, oraz

A), jezeli:

x x+z X X—=y+z
@ n=m=3, ¢(|y|)=| 2x4+z |, ® n=m=3, ¢(|y |)= y ;
Z 3x—y+z Z z
x X—y+2t * x—y+2
© n=4m=3, o(| 7 |)=| 2x+3y+52—1 |, @ n=4m=3, ¢(| > |)=| 20-3y+5z |,
‘ X+z—t £ x—z—t
_t— - t
o [ x+3y—2z x+3y—2z
. X+y+z * X+y+z
© n=3m=4 oy [)=| "5 |, ®n=3m=dq(|y|)=| 75"
y y 3z
_Z_ i y+Z < 2.x+4y+z

20. Niech V = R[X],, natomiast przeksztalcenie & : V — V niech przyporzadkowuje wielomianowi jego pochodna,
Pokaza¢, ze d jest endomorfizmem przestrzeni V oraz znalez¢ macierz & w bazie:
(@ (1,X,X2,...,X"),
X-cf  (X-0o"
20077777 nl
21. Niech V bedzie podprzestrzenia, przestrzeni Co(IR) wszystkich funkcji rzeczywistych ciagtych rozpieta przez cosx
oraz sinx, a przeksztatcenie 0 niech bedzie przeksztatceniem, przypisujacym funkcji jej pochodna, Sprawdzic, ze &
jest endomorfizmem przestrzeni V oraz znalez¢ jego macierz wzgledem bazy (cosx, sinx).

. a b
22. Wybierzmy A = [ e d

K22. Wykazaé, ze 1 jest endomorfizmem przestrzeni K22 i znalez¢ macierz tego endomorfizmu wzgledem bazy
(E11,E12,E21,Ep).

(b) (17X_C7

), gdzie ¢ jest ustalona liczba rzeczywista,
} € K7 i okreSlmy odwzorowanie 1 : K — K wzorem Y(B) =BA dla B¢

29



23. Niech ¢@: K3 — V| bedzie rzutem,a y: K> — K> symetria wzgledem V; i wzdtuz V5, gdzie:
(@) V; =lin(e1,e2), Vo =lin(g) +&3),
(b) Vi =lin(e;,e2), Vo =lin(gp +¢3),
(c) Vi =lin(e| +¢€2,82), Vo =lin(g) +&3).
W kazdym przypadku znalezé macierz ¢ w bazach (eq,e2,e3) przestrzeni K> oraz (ey,e;) przestrzeni V.

Znalez¢ macierz | w bazach (eq,e,e3) oraz (ey,ep,€; +€3) przestrzeni K°. Zwrécié uwage, ze 1 jest
endomorfizmem przestrzeni K i znalez¢ macierz tego endomorfizmu w bazie (g1, ¢€2,¢3).

1 1 2
24. Przeksztalcenie liniowe ¢ : K> — K3 wzgledem baz ([ ; ] , [ _01 ]) oraz (| 1 ],] 0 |,]0]) ma
1 1 0
1 -1 .
macierz | 0 2 |. Znalez¢ wzér (analityczny) na ¢ [ } ).
3 2 Y
1 1 1
25. Endomorfizm v przestrzeni K ma w bazie (e1,¢€,€; +¢€3) macierz —1 0 2 |. Znalez¢ wzor analityczny
3 2 4
opisujacy V.
1 21
26. Endomorfizm 1 przestrzeni R3 ma w bazie (e1 —€2,€2,€1 +€3) macierz —1 0 2 |. ZnaleZ¢ bazg jadra i
3 21
baze obrazu przeksztatcenia y. Czy wektor 1 nalezy do jadra 1 ? Jaki jest obraz wektora 1 ?
—1
1 2 0 1
.4 . . 30 —1 2 L. .
27. Endomorfizm y przestrzeni R* ma wzgledem bazy standardowej macierz > 5 3 1| Znalez¢ macierz vy
1 2 1 3
wzgledem bazy:
(@) (e1,€3,82,€4), (b) (e1,e1+e2,81+e2+e3,81+82+E3+E4).

28. Endomorfizm A przestrzeni V nazywamy homotetia, jezeli istnieje skalar a taki, ze A(v) = av dla kazdego v € V.
Wykazaé, ze
(a) A jest homotetia < Ao = oA dla kazdego ¢ €End(V),
(b) A jest homotetia < A ma taka sama macierz wzgledem kazdej bazy V.

29. Macierz przeksztatcenia ¢ : K> — K*> w bazie (g1,€e,e3) ma postaé

* % 0 x % 0 * x 0
(a) x x 0 [, (b) * x 0 [, (¢ * % 0
* % 1 * % 0 0 0 =x
Jakie wlasnoSci przeksztatcenia ¢ mozna stad odczytac ?
30. Udowodni¢, ze macierz przeksztatcenia ¢ : K" — K" w bazie (g1,¢€2,...,€,)

(a) ma postac [ 'g 12 } dla pewnej macierzy A stopnia k < @(lin (g1, €2,...,¢&)) C lin(ey,&2,...,8&);

(b) ma postac { g 1(; ] dla pewnej macierzy A stopnia k i pewnej macierzy B stopnia n—k < @(lin (g1, €2, ...,&)) C

lin(e1,€2,...,€6) 1 @(lin(gxt1,...,€,)) Clin(Exs1,...,8n).
31. W przestrzeni R” dane sa,bazy 4 oraz B. Oznaczmy przez E baze standardowa, (g1, ¢, .. .,€,). Znalezé macierze
przejscia od E do A4, od E do B, od A4 do E oraz od A4 do B, gdy:

1 -3 -1 0
w2 L[ 3= ][2)

[ 8 —16 9 1 3 2
by n=3, 4a=(| -6 |,| 7 |,| -31]).B=(| -2 1,] =1 ],]1]):

7 —13 | 7 1 2 2

1 -1 2 0 1 -1 1 1

@n=4 2=\ |.L o [T o] 2=(ol]2]]1]]0]

1 0 0 1 0 1 1 0
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W kazdym z powyzszych przypadkéw zapisa¢ wektor xj€;+---+x,€, jako kombinacje liniowa wektoréw bazy

4.
32. Niech 4 = (0y,02,03), B = (B1,p2,p3) beda bazami przestrzeni C3. Znalezé macierz symetrii wzgledem
2 3 0
Vi =lin(ay,00) iwzdluz V, =lin(az) w bazie B,gdy aj=| —1 |[,oo=| 0 |,o5=1|0 [,p1 =
2 1 1
1 1 1
2 |,p= 1 ,p3 = O |. Podobnie dla rzutu na V; wzdtuz V, ( potraktowanego jako odwzorowanie
1 —1 0
C3 = .
1 1 1 1 0
L . 1 . 0 0 0 1 C A e
33. Obliczyé wspétrzedne wektora ] w bazie ( Ll bl 2o ) przestrzeni K* jesli cha-
1 1 4 0 0
rakterystyka ciata K jest r6zna od 2 i od 3.
1 1 1 1
. . ‘ . - 0 1 1 0
34. Napisa¢ wzory na zmiang wspétrzednych wektoréw przy przejsciu od bazy ( i lol ] o )
1 0 0 -1
1 1 0 0
1 0 0 0 C 4 . . L.
do bazy ( ol'lol |1l 1 ) przestrzeni K* jesli charakterystyka ciata K jest rézna od 2.
0 0 1 —1

35. Korzystajac z wzoru na zmiang macierzy endomorfizmu przy zmianie bazy znalezé macierz przeksztatcenia o :
K3 — K3 wbazie (e1,€2+€3,81 + &) wiedzag, Ze macierza, przeksztalcenia ¢ w bazie
(@ (e1,€2,83), (b) (g1+€2,82,83)

0
jest macierz 2
0

S O =
w o o
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1.

Zadania z algebry liniowej
ZESTAW 12 - Wektory i wartoSci wlasne

Endomorfizm ¢ € End (C?) ma w bazie 4 = ({ i },{ (l) })macierz (a) { g 3 ]; (b) { _21 ; }

Znalez¢ wartoSci wlasne 1 wektory wlasne endomorfizmu ¢. Jakie bedzie rozwiazanie, jezeli zalozymy, ze A4 jest
baza standardowa, ? Jakie bedzie rozwiazanie, jezeli zatozymy, ze ¢ € End (R?)?

Macierz A jest macierza endomorfizmu ¢ € End (C") w bazie standardowej. Obliczy¢ warto$ci oraz wektory wtasne
endomorfizmu . Skonstruowaé (o ile to mozliwe) baze przestrzeni C" ztozona z wektor6w wiasnych . Znalez¢é
(o ile to mozliwe) macierz C € GL(n,C) taka, ze macierz C~'AC jest macierza diagonalna,

0 2 1 1 1 2 3 4
v wan 0 2] wan L iean [ A L@ an]2 4]
0 2 1] [0 0 1 31 0
n=3: e A=| -2 0 3(|(; ®BHA=]0 1 0|; (@ A=| 4 -1 0 ,
-1 =3 0 | | 1 0 0 4 -8 -2
0 0 0 1] [0 0 0 0 11 2 3
00 20 . ., |00 1 0|, “ ., 10 2 2 4
n=d4n WA= 300 A=l 2 00]F D450 01 2 |°
4 0 0 0 | |30 00 0 00 2
1 1 2 3 0 1 0 O 1 1 .0 0
01 1 2 0 01 0 3 010
®A=1g 020" A= 0 00 1 |7 ™A=} 4 o0 1
00 0 2 -6 1 7 -1 -2 0 0 0
Obliczy¢ wielomian charakterystyczny endomorfizmu, ktéry w pewnej bazie ma macierz postaci
—dp—1 —Aap—2 - —ar —q o0 --- 0 —ap
1 0 0 0 1 0 - 0 —a
(a) 0 1 0 0 : (b) 0 1 -0 —ap
0 0 1 0 00 -+ 1 —ap

Czy kazdy wielomian unormowany, z doktadnoscia do znaku, moze by¢ wielomianem charakterystycznym jakiego$
endomorfizmu ?

Pokazaé, ze odwzorowanie ¢ : R[X]» — R[X], okre§lone wzorem ¢(f(X)) = f(2X + 1), jest przeksztatceniem
liniowym. Znalez¢ wszystkie wartoSci wlasne endomorfizmu ¢.

Pokaza¢, ze odwzorowanie ¢ : R[X], — R[X], okre§lone wzorem @(f(X)) = f/(X), jest przeksztatceniem linio-
wym. Znalez¢ wszystkie wartoSci wtasne endomorfizmu @.

Znalez¢ wartos$ci wlasne oraz odpowiadajace im podprzestrzenie wektoréw wiasnych endomorfizméw liniowych
rzeczywistych przestrzeni wspétrzednych o nastepujacych macierzach w bazie kanoniczne;j
-3 4 1 1 1 2 2 4
@ |, 1], ® |, , ©], 2}, (d)[5 3],
5 6 -3 0 0 1 0o 2 1
(e) -1 0 1 |; ® |01 0]; (2 -2 0 3
1 2 -1 1 00 -1 -3 0
Znalez¢ wartoSci wtasne oraz odpowiadajace im podprzestrzenie wektorow wiasnych endomorfizméw liniowych
zespolonych przestrzeni wspétrzednych o nastepujacych macierzach w bazie kanoniczne;j:
[0 1 0 - 0 0]
-1 0 1 -~ 0 O
o -1 0 -~ 0 O

(a) {_211. 2;]; (b) [_Oa g}dlaaeR; ©

(e}
(e}
=2
(e}
P

Znalez¢ wzor na elementy macierzy A", jezeli A =

(a)[; ﬂ (b)[o3 ?] (c){l1 H (d)“ 22}

W kazdym z przypadkéw obliczyé A2004,
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9. Znalez¢ wzdr na n-ty wyraz ciagu a,, gdy
@ ap=0,a; =1, a,4> = ay+1 +a, (ciag Fibonacci’ego)
(b) ap=1,a; =2, a,12 =3a, —2a,+1.
(© ao=1,a1=2,a,12 =2a,11 —a,.

10. Ktére z endomorfizméw z zadan 2 i 6 sa diagonalizowalne?
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Zadania z algebry liniowej
ZESTAW 13 - Formy dwuliniowe i formy kwadratowe

1. Sprawdz, ktére z nastepujacych odwzorowan sa funkcjonatami dwuliniowymi:

@ £:R2xR2 R, g _"} , M) = xx' +x2y,

]y
[x] [«

() E:R*xR* =R, E(|y|,[Y|)=xr+x/+xy+2,
_Z_ _Z/_
[x] [¥]

(© E:R xR =R, E(|y|, [V |)=x'+x/+zZ+1,
z| |7

@ &R xR =R, E(lxy 1], Wy, 2,0]7)) = x2 + ¥z — 291 417,

@ E:R*xR* =R, &(x,yzt7, ¥,y,7,¢)7)) =xx +yy +z7 —tt',
/ JR—

(f) E:C*xC*—C, g m ’ B/])Zxx/—Zyy’,

(8 E:CxC—C, E(z,7)=27,

(h) &:Ry[X] xRy[X] =R, E&(f,8) = [1, f()g(0)dt,
(i) §:RIxR3 —R, E(A,B)=1(det(A+B)—detA—detB),

X X

() E:RIxR* >R, E(|y|, |V |)=x'+xy+2z7,
!
Z Z

k) E:K2xK? K, g(m,{;‘:]):det{; yy,}

Sprawdz, ktére z funkcjonatéw dwuliniowych sa symetryczne. Dla kazdego funkcjonatu liniowego zbuduj macierz
w wybranej bazie przestrzeni oraz podaj wzor okreslajacy funkcjonat kwadratowy wyznaczony przez ..
2. Znajdz macierz funkcjonatu dwuliniowego &:K3 x K? — K, E(a,,p) =al -p w bazie (a) jednostkowej,
(b) (€l+82+83781+837€3)~
-1 0 1
3. Macierz funkcjonatu dwuliniowego E : R3 x R® — R w bazie (e1+ex+e3,€1+¢€3,€3)jestréowna | 0 1 1
1 1 1
Oblicz E(g; +¢2+¢3, €1), E(¢2, €3). ZnajdZ wzdr okreslajacy ten funkcjonat. Znajdz (dwoma sposobami) macierz
tego funkcjonatu: (a) w bazie jednostkowej, (b) w bazie (g3, €1 — €3, €3). Oblicz rzad funkcjonatu €.
0 1 1
4. Macierz funkcjonatu dwuliniowego € : R3 x R® — R w bazie (ay, 0, 03) jest téwna |1 0 —1|. Znajdz
1 -1 1
macierz tego funkcjonatu w bazie (o + ap, o + a3, 0 + 02 + a3). Oblicz wartoéci funkcjonatu kwadratowego
gz na wektorach: oy + o0, o —op +03.
5. Niech £: V xV — K bedzie funkcjonalem dwuliniowym oraz f,g € End V. Wykaz, ze kazde z nastepujacych
odwzorowan jest funkcjonatem dwuliniowym przestrzeni V:

(@ g :VxV =K, E](G,B):E(f(a)7[3),
() &:VxV K, E(ap)=E8a,f(B)),
(C) E3:V><V_>K, E3(OL, B):E(f(a)ug(ﬁ))

6. Niech (V,E) bedzie przestrzenia ortogonalna zas g = gz funkcjonatem kwadratowym wyznaczonym przez §. Wykaz,
ze:

(@ §(a,p)=0 = qg(a+p)=q(a)+q(B),
(b) g(a+B)+g(a—Pp) =2(q(c )+q(ﬁ))

(© gla)=qB) = E(a+p,a—Pp)=

(@) g(a+B)=q(a)+q(B)+28(a,B)-

7. Funkcjonat kwadratowy w przestrzeni ortogonalnej (R?, €) wyraza sig wzorem:  (a) gg( BC] ) =x%—y?,

(b) g:( B‘] )=2+27, (© g m ) =x2+2xy+y2. Znajdz wzdr okrelajacy funkcjonat dwuliniowy & oraz

macierz tego funkcjonatu w bazie jednostkowe;.
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8.

10.

11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

xl

X
Dane jest odwzorowanie &:R3xR3 — R, E(|y|, |y |)=x/+xy—2z7. Sprawdz, ze (R? E) jest prze-
/
z| |z
strzenia, ortogonalna, Znajdz macierz €& w bazie (&1 + €, — €3, €1 + €3, €3). Sprawdz, czy przestrzen (R3, £) jest
niezdegenerowana.

Sprawdz, czy przestrzenie ortogonalne (R?,E;), (R%,E;) gdzie: gg, ( [ﬂ ) =x2—y%, gg,( BC] ) = x%+2xy +y?
sa izomorficzne.
Ktére z podanych przestrzeni dwuliniowych (V, €) sa przestrzeniami ortogonalnymi? Ktére z nich sa, niezdegene-
rowane? Ktore za$ sa przestrzeniami euklidesowymi?
/
p x| |x
@ v=r, & [Imwew. over, wy] |y,
Y /
4 4
x| [¥
© V=R E(|y|.[y|)=x+2p (€ V=Ry[X]xRy[X] =R, E(f,8) = Jy [(1)g(t)dr,
z| |7
x| [¥
@ V=R Eg(|y|,|Y])=x+2x+2xy+y +2y.
z] |7
-1 0 1
Macierz funkcjonatu dwuliniowego & : R* x R — R,  wbazie (g; +¢&,+¢€3, €, +¢3,83) jestréwna | 0 1 1
1 1 1

Znajdz uzupetnienie ortogonalne : (a) wektora [1,2,0], (b) podprzestrzenilin([1,1,1]), (c) podprzestrzeni
Sol(X —Z=0).

Znajdz baze ortogonalna, w przestrzeni ortogonalnej: (a) (R?,E) z poprzedniego zadania, (b) (R?,E), gdzie
0 1 1

ge([x,y,2,1], [y, 2, 1']) = 2x24+yz—xy, () (Z3, &), gdzie macierz € w bazie jednostkowej jestréwna [1 0 1].
1 1 0

W przestrzeni euklidesowej (R*, €) ze zwyktym iloczynem skalarnym znajdZ baze prostopadta; (a) hiperptasz-
czyzny Sol (X =Y +Z—T =0), (b) ptaszczyzny lin([1,2,0,—1],[0,1,—1,1]), (c) ortogonalnego uzupetnienia
wektora [2,1,1,2].

1 10 010
ZnajdZ dwoma sposobami macierz diagonalna podobna _do macierzy (a) (1 1 1|, (b) |1 O 1| nad
010 010
ciatem R.
ZnajdZ przynajmniej jedna macierz nieosobliwa P € Q, taka ze macierz PT AP jest diagonalna, jesli:
1 10 1 1 1 11 ? ; (1) (1)
@@ A= |1 2 2|, b)) A=1|1 5 —1|, () A= , d A= ,
0 2 5 1 -1 s 1 1 1 0 2 1
01 1 2

2 1
(e) A= [1 2].

Znajdz (o ile istnieje) cho¢ jedna macierz odwracalna X € R3, taka ze X7 X = A, jesli:
1 1 1 1 1 1
(a) A:ﬁ ;], (b) A:B ﬂ, ©A=1|1 2 1, (¢ A=|1 5 -1
1 1 3 1 -1 5
1 2 3 1 30
Sprawdz, czy macierze: A= (2 0 —1|, B= (3 1 1| sapodobnenad: (a) ciatem liczb rzeczywistych,
3 -1 3 015

(b) ciatem liczb wymiernych, (¢) ciatem liczb zespolonych.

Ktére z podanych nizej macierzy sa podobne (kongruentne) nad ciatem liczb rzeczywistych, ktére zas sa podobne

. . 1 2 1 0 1 1 1 0 2 0
nad ciatem liczb zespolonych: {2 1], [O _1], [1 4], [O J, [O 3}

Obliczy¢ w zaleznosci od parametru a sygnature, przestrzeni ortogonalnej (R3,€), gdy gz ([x1,x2,x3]") =
(a) Sx% —i—x% + ax% +dx1x0 — 2x1X3 — 2x0X3; (b) 2x% +x% + 3x§ + 2ax1xy + 2x1x3;
(c) x% +x% + 5x§ +2ax1xy — 2x1x3 + 4xpx3; (d) x% + 4x% —|—x§ +2ax1xp + 10x1x3 + 6x2x3.
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20. Dla jakich wartosci parametru a € R sa izomorficzne przestrzenie ortogonalne (R*,€) i (R, 1), gdzie

X1 Y1
E(| x2 || »2 |)=xy1+x2y2+x3y3,
X3 Y3
X1
gn(| x2 |)=x3+2x10—2x1x3 + (3 —a)x3 + (2 — 2a)xox3 + (4 — 2a)x3.
x3

21. Dla jakich wartosci parametru a € R sa izomorficzne przestrzenie ortogonalne (R*,€) i (R* 1), gdzie:
qs([x,y2,1]") = 2xt +2yz,
(e, y,2,07) = (1+a+ad® +a +a* +a°)x* + (1 +a)y* +2(1 +a+a* +a®)xy + 2(1 + a)xz + 2xt + 2yz.

22. Stosujac metode Lagrange’a i metode Jacobi’ego znalezé dwoma sposobami macierz funkcjonatu dwuliniowego w
pewnej bazie prostopadiej przestrzeni dwuliniowej, w ktdérej forma kwadratowa zadana jest wielomianem:

(@) F(X1,X2) =X} +X1 X+ X35

(b) F(X1,X2,X3) = 99X} — 12X1 X, 4 48X, X3 + 130X7 — 60X2X3 + 71X5;

(©) F(X1,X2,X3,Xa) = X2 +4X7 +8X7 — X? — 4X1 X2 + 6X1 X5 — 12X2X3 + 2X3Xs;

d) F(X1,X2,X3) =XiXo + X0 X3 + X1 X3;

(&) F(X1,X2,X3,Xa,Xs5) = X2 +4X3 +8X7 — X7 — 4X1 X2 + 6X1 X3 — 12X2X3 + 2X3Xs + X2 X5 — XuXs.

23. W przestrzeni euklidesowej (R?,€), gdzie qs([x,3,2]) = x? +2xy + y? + 72, wyznacz (dwoma sposobami) wzér
okreslajacy endomorfizm sprzezony z endomorfizmem ¢ € End (R?), jesli
@ o(fx.y2)) = x+y zx+7,
(b) ¢([x,y,2]) = [x+2y —z,z2—x, x+)],
24. Sprawdz czy endomorfizm 1 jest endomorfizmem samosprzezonym w przestrzeni euklidesowej R? ze zwyktym
iloczynem skalarnym, jesli:
(@) Y([x,2) =[x+2z,y, 2x+7];
(b) ([x,y2]) = [y, % 2;
© (. yz]) =—xx+y+z2.
25. Znajdz rzeczywista macierz ortogonalna,C taka, ze CT AC jest diagonalna, jesli:

S - 01 1 00 1
@A=|, l},(b)A:{z 1],(c)A: 1 o1 |,@Aa=|0 1 0],
i 1 1 0 100
5 —1 —1 11 2 -8 ? ; (1) (1)
@A=| -1 5 —1|, ®A=| 2 2 10|, (@A= .
1 -1 5 8 10 5 1021
L 01 1 2
21 1 1 00 0 1
12 1 1 . loo0o 10
WA=t 7 5, 1 P ®A=1¢g 1 0 0
111 2 100 0
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