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15. WYKEAD 15: ROZSZERZENIA PIERWIASTNIKOWE. ELEMENTY WYRAZAJACE SIE PRZEZ
PIERWIASTNIKI. ROZWIAZALNOSC ROWNAN PRZEZ PIERWIASTNIKI. ROWNANIA O DOWOLNYCH
WSPOLCZYNNIKACH.

15.1. Rozszerzenia pierwiastnikowe. Elementy wyrazajace sie przez pierwiastniki.

Definicja 15.1. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciala F.

(1) Rozszerzenie F' C L nazywamy pierwiastnikowym, gdy istniejg ciala F' = My C My C ... C
M, = L takie, ze My, = M;(a;), i €{0,...,r — 1} oraz
e gdy charF' =0, to a; jest pierwiastkiem wielomianu x™ = b; € M;[z],
e gdy charF = p, to a; jest pierwiastkiem wielomianu x™ = b; € M;[x], gdzie p t n;, lub a; jest
pierwiastkiem wielomianu 2 — x — b; € M;|x].
O elemencie ciala F mdwimy, e wyraza sie przez pierwiastniki, gdy nalezy do pewnego
rozszerzenia pierwiastnikowego ciata F. Zbior elementow wyrazajgcych sie przez pierwiastniki
oznaczamy r(F).

(2) Rozszerzenie F' C L nazywamy rozszerzeniem przez dolaczenie pierwiastkéw stopnia nie
wiekszego niz n, gdy istniejg ciatla F' = My C My C ... C M, = L takie, Ze M; 11 = M;(a;),
i€{0,...,r—1} oraz

e gdy charF' =0, to a; jest pierwiastkiem wielomianu x™ — b; € M;[z], gdzie n; < n,

e gdy charF = p, to a; jest pierwiastkiem wielomianu ™ — b; € M;[x], gdzie n; < n ip{n;,

lub a; jest pierwiastkiem wielomianu a2 — x — b; € M;|x].

O elemencie ciata F moéwimy, e wyraza sie przez pierwiastniki stopnia nie wiekszego
niz n, gdy nalezy do pewnego rozszerzenia przez dolgczenie pierwiastkéow stopnia nie wiekszego
niz n ciata F. Zbior elementow wyrazajgcych sie przez pierwiastniki stopnia nie wiekszego niz n
oznaczamy r,(F). W szczegdlnosci, gdy n = 2 i charF' # 2, to rozszerzenie F' C L nazywamy
rozszerzeniem przez doljczenie pierwiastkow kwadratowych, gdy istniejg ciata F' =
My C My C ... C M, =L takie, 2e M; 1 = M;(a;), i € {0,...,7 — 1} oraz a; jest pierwiastkiem
wielomianu x> —b; € M;[x] (9dyz kazde rozszerzenie kwadratowe jest ciatem rozkladu wielomianu
tej postaci). O elemencie ciata F moéwimy, Ze wyraza sie przez pierwiastniki kwadratowe,
gdy nalezy do pewnego rozszerzenia przez dotgczenie pierwiastkow kwadratowych ciata F.

(3) Rozszerzenie F' C L nazywamy rozszerzeniem przez dolaczenie pierwiastkéw stopni
wzglednie pierwszych z charakterystyka, gdy istniejq ciata ' = My C My C ... C M, =L
takie, ze M1 = M;(a;), i € {0,...,7—1} oraz a; jest pierwiastkiem wielomianu ™ —b; € M;[x],
gdzie p t n;, przy czym charF = p # 0. O elemencie ciala F moéwimy, e wyraza sie przez
pierwiastniki stopni wzglednie pierwszych z charakterystyka, gdy nalezy do pewnego roz-
szerzenia przez dolgczenie pierwiastkow stopni wzglednie pierwszych z charakterystykq ciala F.
Zbior elementow wyrazajgcych sie przez pierwiastniki stopni wzglednie pierwszych z charaktery-
stykq oznaczamy 1, (F).

(4) Jezeli F jest podciatem ciala R, to rozszerzenie F' C L nazywamy rozszerzeniem przez dola-
czenie pierwiastkow rzeczywistych, gdy istniejg ciala F'= My C My C ... C M, = L takie,
Ze My = Mi(a;), i €{0,...,r—1} oraz a; jest pierwiastkiem wielomianu x™ —b; € M;[z], przy
czym a; € R. O elemencie ciala F méwimy, Ze wyraza sie przez pierwiastniki rzeczywiste,
gdy nalezy do pewnego rozszerzenia przez dotgczenie pierwiastkow rzeczywistych ciata F. Zbior
elementow wyrazajgcych sie przez pierwiastniki rzeczywiste oznaczamy rg(F).

Twierdzenie 15.1. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem pierwiastnikowym ciata F,
niech F' C Ly C L+ F C Ly C L bedg rozszerzeniami pierwiastnikowymi. Wowczas:
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(1)
(2)

(3)
(4)

Dowad.

(2)

jezeli rozszerzenie L C M jest pierwiastnikowe, to rowniez rozszerzenie F' C M jest pierwiastni-
kowe;

gezeli ¥ C M C L, to rozszerzenie M C L jest pierwiastnikowe;

rozszerzenie I C LiLsy jest pierwiastnikowe;

jezeli ¢ : L — F jest F-wloZeniem, to rozszerzenie F' C ¢(L) jest pierwiastnikowe.

(1) Zatézmy, z2e F=Fy, C F;, C...C F,=Loraz L=1Ly C L; C ... C Ly = M sa ciagami
cial spetniajacymi warunki na to, aby rozszerzenia F' C L i L C M byly pierwiastnikowe.
Woéwezas cigg ciat F = Fy C Fy C...C F, =L =Ly C Ly C...C Ly = M jest ciagiem cial
spetliajacym warunek na to, aby rozszerzenie F' C M byto pierwiastnikowe.

Zatézmy, ze F' = Fy C Fy C ... C F, = L jest takim ciagiem cial, ze F;;; = F;(a;), gdzie a; jest
pierwiastkiem wielomianu x™ — b; € F;[z], gdy charF = 0, lub a; jest pierwiastkiem wielomianu
" — b, € Fi[z], gdzie p 1 n;, lub a; jest pierwiastkiem wielomianu 2 — x — b; € Fj[z], gdy
charF' = p. Niech M; = FM;, i € {0,...,r}. Woéwczas M = My C M; C ... C M, = L oraz
M1 = MF;.y = MF;(a;) = M;(a;), gdzie a; jest pierwiastkiem wielomianu z™ — b; € Fj[x] C
MF;[z] = M;[z], gdy charF' = 0, lub a; jest pierwiastkiem wielomianu z™ — b; € M;[x], gdzie
p1n;, lub a; jest pierwiastkiem wielomianu 2 — x — b; € M;[z], gdy charF = p.
Zatbzmy, z2e F = Fy C Fy C ... C F, =Ly oraz F = Fj; C F] C ... C F! = Ly sa ciagami cial
spetniajacymi warunki na to, aby rozszerzenia F' C Ly i F' C Lo byly pierwiastnikowe. Wéowczas
cagcialt F=FyCFy, C...CF, =L, =L F=LF;C LF] C...C L F. = L Ly jest ciagiem
cial spelniajagcym warunek na to, aby rozszerzenie F' C Ly Ly byto pierwiastnikowe.
Zatézmy, ze F'= Fy C Fy C ... C F, = L jest takim ciagiem cial, ze F; ;1 = Fj(a;), gdzie a; jest
pierwiastkiem wielomianu z™ — b; € Fj[z|, gdy charF' = 0, lub a; jest pierwiastkiem wielomianu
x"i—b; € Fi[z], gdzie p { n;, lub a; jest pierwiastkiem wielomianu a? —x—b; € Fj[x], gdy charF' = p.
Niech M; = ¢(F;), i € {0,...,r}. Wowczas F = ¢(F) = My C M; C ... C M, = ¢(L)
oraz M1 = ¢(Fip1) = o(Fi(a;)) = o(Fy)(o(a;)) = Mi(é(a;)), gdzie ¢(a;) jest pierwiastkiem
wielomianu z™ —¢(b;) € M;[x], gdy charF = 0, lub pierwiastkiem wielomianu ™ —¢(b;) € M;[z],
gdzie p { n;, lub pierwiastkiem wielomianu a2? — z — ¢(b;) € M;[x], gdy charF = p.

U

Przyktad:

(1)

Rozwazmy ciata Q C Q(cos %ﬂ) C Q(&), gdzie & = cos %7? +7sin %7?. Wowezas rozszerzenie Q C
Q(&) jest pierwiastnikowe, ale rozszerzenie Q C Q(cos 27) nie jest. Istotnie, & jest pierwiastkiem
wielomianu 7 — 1 € Q[z], wiec rozszerzenie Q C Q(&;) jest pierwiastnikowe. Przypusémy, ze
rozszerzenie Q C Q(cos %’N) tez jest pierwiastnikowe. & jest pierwiastkiem wielomianu “;:7__11 = 2%+
ro+ri+ 2+ 2?2 +r+1 € Q[x]. Wobec przyktadu po Uwadze 9.3 wielomian ten jest nierozktadalny,
a wiec [Q(&) : Q] = 6. Rozszerzenie Q C Q(&) jest abelowe. Jedyna grupa abelowa rzedu 6 jest
Zg, a zatem G(Q(&)/Q) = Zg. Niech o € G(Q(&)/Q) bedzie taki, ze o(&) = &. Bez trudu
sprawdzamy, ze r(c) = 6, a wicc G(Q(&)/Q) = (o). Zauwazmy, ze 2 cos 21 = & + & = & + &
oraz ze jedynie o® oraz o° sy stale na & + &. Zatem G(Q(&)/Q(cos 27)) = {id,o*}, skad
|G(Q(cos 2m) /Q)| = 3, a wigc rozszerzenie Q C Q(cos 2m) jest cykliczne stopnia 3. Poniewaz
kazdemu podciatu posredniemu odpowiada podgrupa grupy G(Q(cos %ﬂ') /Q), a jej rzad jest liczba
pierwsza, wiec Q = Fy C F} = Q(cos %’/T) jest jedynym mozliwym ciagiem takim, ze Fy = Fy(a)
oraz a jest pierwiastkiem wielomianu 2™ — b € Q[z]. Niech G(Q(cos 27)/Q) = (7). Wowczas 7(a)
jest réwniez pierwiastkiem wielomianu 2" — b € Q[z]|. Zatem 7(a) = a&?, gdzie s € N oraz &,

jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia n. Zatem &5 € Q(cos %w) Poniewaz Q(cos %W) C R, wiec
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¢ € {£1}. Zatem 7(a) = +a oraz 7%(a) = +(&a) = a, a wigc 72 jest tozsamoscia na Q(cos 27),

7
co daje sprzecznosé z tym, ze r(1) = 3.

Twierdzenie 15.2. Niech F' bedzie cialem, niech L bedzie rozszerzeniem przez dolgczenie pierwiastkow
stopnia nie wiekszego nizn lub pierwiastkow stopni wzglednie pierwszych z charakterystykq ciata F', niech
FCL CL1F CLyCL bedg rozszerzeniami przez dolgczenie pierwiastkow stopnia nie wiekszego niz
n lub pierwiastkow stopni wzglednie pierwszych z charakterystykq. Wowczas:

(1) jezeli rozszerzenie L C M jest rozszerzeniem przez dolgczenie pierwiastkéw stopnia nie wiekszego
nizn lub pierwiastkow stopni wzglednie pierwszych z charakterystykq, to rowniez rozszerzenie F' C
M jest rozszerzeniem przez dolgczenie pierwiastkow stopnia nie wigkszego niz n lub pierwiastkow
stopni wzglednie pierwszych z charakterystykq, odpowiednio;

(2) jezeli F C M C L, to rozszerzenie M C L jest rozszerzeniem przez dolgczenie pierwiastkow
stopnia nie wiekszego niz n lub pierwiastkow stopni wzglednie pierwszych z charakterystykq,

(3) rozszerzenie F' C LyLy jest rozszerzeniem przez dolgczenie pierwiastkéw stopnia nie wiekszego
niz n lub prerwiastkow stopni wzglednie pierwszych z charakterystykq;

(4) jezeli ¢ : L — F jest F-wlozeniem, to rozszerzenie F C ¢(L) jest rozszerzeniem przez dolg-
czenie pierwiastkow stopnia nie wiekszego niz n lub pierwiastkow stopni wzglednie pierwszych z
charakterystykq.

Dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 15.3. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem przez dolgczenie pierwiast-
kow rzeczywistych ciata F', niech F' C Ly C L + FF C Ly C L bedqg rozszerzeniami przez dolgczenie
pierwiastkow rzeczywistych. Wowczas:

(1) jezeli rozszerzenie L C M jest rozszerzemiem przez dolgczenie pierwiastkow rzeczywistych, to
rowniez rozszerzenie ' C M jest rozszerzeniem przez dolgczenie pierwiastkow rzeczywistych;

(2) jezeli F C M C L, to rozszerzenie M C L jest rozszerzeniem przez dolgczenie pierwiastkéwrze-
czywistych;

(3) rozszerzenie F' C LiLy jest rozszerzeniem przez dolgczenie pierwiastkow rzeczywistych.

Dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 15.4. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem pierwiastnikowym @ rozdziel-
czym ciata F'. Wowczas istnieje rozszerzenie L C M takie, ze F' C M jest pierwiastnikowe 1 Galois.

Dowdd. Wobec twierdzenia Abela o elemencie pierwotnym L = F(b) dla pewnego elementu b € L.
Niech f € F[z] bedzie wielomianem minimalnym elementu b, niech b = by, b, ..., b, beda wszystkimi
pierwiastkami f. Wobec Twierdzenia 14.1 istniejg F-izomorfizmy 7; : F(b) — F(b;) takie, ze 7b) = b;.
Z kolei wobec Twierdzenia 15.1 (4) rozszerzenia F' C F'(b;) sa pierwiastnikowe, a wiec i rozszerzenie
F subsetF(by)...F(b,) = F(by,...,b,) = M jest pierwiastnikowe. Jako cialo rozkladu wielomianu
rozdzielczego jest to rozszerzenie Galois. Oczywiscie L C M. U

Twierdzenie 15.5. Niech F bedzie cialem, niech L bedzie rozdzielczym rozszerzeniem przez dolgczenie
pierwiastkow stopnia nie wiekszego niz n lub pierwiastkow stopni wzglednie pierwszych z charakterysty-
kg ciata F. Wowczas istnieje rozszerzenie L C M takie, ze F' C M jest rozszerzeniem Galois przez
dolgczenie pierwiastkow stopnia nie wiekszego niz n lub prerwiastkow stopni wzglednie pierwszych z cha-
rakterystykq, odpowiednio.

Dowodd pozostawiamy jako ¢wiczenie.
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Twierdzenie 15.6. Niech F bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciata F. Wowczas:
(1) 7(F), ro(F), rp«(F) i re(F) sq ciatami;
(2) r(F) = r(r(F)), ra(F) = ro(ra(F)), rpe (F) = rpe (rp=(F)) 0 re(F) = re(re(F));
(3) jesli ¢ : F' — F jest F-izomorfizmem, to ¢(r(F)) = r(F), ¢(ro(F)) = ro(F), ¢(rp(F)) = 1p+ (F)
1 ¢(re(F)) = re(F).

Dowdd. (1) Ustalmy a,b € r(F'), b # 0. Niech L i Ly beda takimi rozszerzeniami pierwiastnikowymi,
ze a € Ly, b € Ly. Wobec Twierdzenia 15.1 (3) rozszerzenie ' C Ly Ly jest pierwiastnikowe, a
wiee LiLy C r(F). Oczywiscie a £ b,ab, § € LiLy C r(F). Analogicznie pokazujemy, ze r,(F),
rp(F) 1 rr(F) sa ciatami.

(2) Niech 2™ — a € r(F)[z], gdzie p { n oraz charF' = p. Pokazemy, ze w r(F)[x] wielomian 2" — a
rozklada si¢ na czynniki liniowe. Istotnie, poniewaz a € r(F'), wiec istnieje rozszerzenie pierwiast-
nikowe L takie, ze a € L. Niech b bedzie dowolnym pierwiastkiem x™ — a. Oczywiscie L C L(b)
jest pierwiastnikowe. Wobec Twierdzenia 15.1 (1) rozszerzenie F' C L(b) jest pierwiastnikowe, a
zatem b € r(F). W podobny sposéb pokazujemy, ze w r(F')[x] wielomian 2P — z — a rozklada si¢
na czynniki liniowe.

Wobec tego kazdy element pierwiastnikowy wzgledem r(F') nalezy do r(F), czyli r(r(F)) C
r(F). Oczywiscie tez r(F) C r(r(F)). Podobnie dowodzimy, ze r,(F) = r,(rn(F)), rp«(F) =
e (g (F)) 1 7(F) = (s (F)).

(3) Pokazemy, ze ¢(r(F)) C r(F). Ustalmy w tym celu a € r(F'). Niech F' C L bedzie pierwiastni-
kowe i niech a € L. Wéwczas ¢(a) € ¢(L) i wobec Twierdzenia 15.1 (4) ¢(a) wyraza sie przez
pierwiastniki wzgledem F. Zatem ¢(a) € r(F).

Rozumujac analogicznie dla ¢! pokazujemy, ze 7(F) C ¢(r(F)). Podobnie dowodzimy, ze
P(rn(F)) = rn(F), ¢(rp-(F)) = rp-(F) 1 o(re(F)) = re(F). -

Definicja 15.2. Niech F bedzie ciatem. Ciato r(F) nazywamy domknieciem pierwiastnikowym
ciata F.

Twierdzenie 15.7. Niech F' bedzie ciatem, niech ' C L C M. Wowczas:
(1) (F) C r(L), ro(F) Crp(L), rpe(F) Crp(L) i rr(F) C rr(L);
(2) jesli L C r(F) i M C r(L), to M C r(F); jesli L C rn(F) @ M C rn(L), to M C rF); jesli
LCrp(F)iMCrp(L), to M Crp(F); jesli L C rg(F) i M C rg(L), to M C rg(F).
Dowdd. (1) oczywiste.
(2) Wobec zatozen i czesci (1) twierdzenia, M C r(L) C r(r(F)) = r(F'). Podobnie dowodzimy dla
rn(F), rpe(F) 1 1R(F).
U

Twierdzenie 15.8. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie skonczonym rozszerzeniem ciata F'. Niech
L C r,(F). Wowczas kazdy dzielnik pierwszy liczby [L : F)| jest nie wiekszy niz n.

Dowdd. Ustalmy a € r,(F') i niech
F=FCF,C...CF,

bedzie ciaggiem spetniajacym warunek na to, aby a € F, i I C F,. bylto rozszerzeniem przez dotaczenie
pierwiastkéw stopni nie wiekszych niz n. W szczegdlnosci F'(a) C F,, a wiec

[F(a): F|[F,: Fl=[F,: F._1]-...-[F1: F].
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Oczywiscie [F; : Fi—1]) < n dlai € {1,...,7r}, a zatem kazdy dzielnik pierwszy liczby [F(a) : F] nie
przekracza n. Z dowolnosci a i z tego, ze L C r,(F') wynika teza. O

Whniosek 15.1. Niech F bedzie ciatem, niech L bedzie skonczonym rozszerzeniem ciata F'. Niech L C
ro( F'). Wowcezas [L : F] jest potegq liczby 2.

Przyktlad:

(2) Rozwazmy a = v/3 4+ /7. Wowczas a € r(Q), a € rr(Q), ale a ¢ ry(Q). Istotnie, a € 7(Q) z
uwagi na ciag Q C Q(v/7) C Q(a). Oczywiscie tez a € rg(Q). Niech f(x) = 2% — 62° + 2 € Q[x].
Wowezas f(a) = 0 oraz wobec kryterium Eisensteina f jest nierozktadalny. Zatem [Q(a) : Q] = 6
oraz 6 # 2F, wiec a ¢ r2(Q).

Lemat 15.1. Niech F bedzie cialem, charF' = 0 lub charF' = p i p 1 n, niech L bedzie rozszerzeniem
cyklicznym stopnia n ciata F. Wowczas L C r,(F).

Dowdd. Niech §;, j € N, oznacza pierwiastek pierwotny stopnia j z jedynki. Pokazemy, ze &, € F.
Rozwazmy w tym celu wielomian 2™ — 1 € Flz]. Poniewaz p t n, wigcc NWD(z" — 1, (2" — 1)) ~ 1,
zatem a2 — 1 jest rozdzielczy. Zatem 2" — 1 ma n réznych pierwiastkow w F, w tym réwniez &,.
Wobec Wniosku 13.13 G(L(&,)/F (&) = G(LF(&,)/FF(&,)) < G(L/F). A zatem rozszerzenie
F(&,) C L(&,) jest cykliczne oraz [L(E,) : F/(&,)] = r, gdzie r|n. Niech n = rs. Wowczas &, = &5 € F(&,).
Wobec twierdzenia Lagrange’a-Kummera 2 istnieje b € L(&,) takie, ze L(&,) = F(&,)(b) oraz b jest
pierwiastkiem wielomianu x" — a dla pewnego a € F(§,). Stad F C F(&,) C L(&,) jest ciagiem cial spel-
niajacych warunek na to, aby rozszerzenie F' C L(&,) bylo rozszerzeniem przez dotaczenie pierwiastkow
stopni co najwyzej n. Zatem L(&,) C r,(F) i tym bardziej L C r,(F). O

Lemat 15.2. Niech F bedzie ciatem, charF = p, niech L bedzie rozszerzeniem cyklicznym stopnia p
ciata F. Wowczas L C rp(F).

Dowéd. Wynika bezposérednio z twierdzenia Artina-Schreiera 2° U

Twierdzenie 15.9. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie skonczonym i rozwigzalnym rozszerzeniem
ciala F. Niech ponadto n bedzie najwickszym dzielnikiem pierwszym liczby [L : F|. Wéwczas L C r,(F).

Dowdd. Dowdd prowadzimy poprzez indukcje wzgledem liczby dzielnikoéw pierwszych liczby [L : F].
Jezeli [L : F| = p, to teza wynika z Lematu 15.1, gdy charF # p, lub z Lematu 15.2, gdy charF' = p.

PTwierdzenie (Lagrange’a-Kummera): Niech F bedzie cialem, charF = 0 lub charF = p i p { n, niech L bedzie
rozszerzeniem ciala F. Niech &y bedzie pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia n. Jezeli §y € F, to woéwczas:
(1) jeSli rozszerzenie F' C L jest cykliczne i [L : F] = n, to istnieje element b € L taki, ze L = F(b) i b jest
pierwiastkiem wielomianu z" — a € F|x], dla pewnego a € F;
(2) jeslia € F 1ib jest pierwiastkiem wiclomianu 2™ —a € F[z], to rozszerzenie F' C F'(b) jest cykliczne, [F(b) : F] = d,
d|n oraz b? € F.
Szczegbdlowy dowdd nieznacznie przekracza ramy tego wykladu (wykorzystuje pojecie tzw. Sladu elementu i 90-te twier-
dzenie Hilberta) i zostanie tu pominiety.
26Twierdzenie (Artina-Schreiera): Niech F bedzie ciatem, charF' = p, niech L bedzie rozszerzeniem ciala F. Wowczas:
(1) jeslirozszerzenie F' C L jest cyklicznei [L : F] = p, to istnieje element b € L taki, ze L = F(b) i b jest pierwiastkiem
wielomianu 2 — z — a € F[z], dla pewnego a € F;
(2) jesli @ € F i b jest pierwiastkiem wielomianu a? — 2 — a € Flz] i dodatkowo b € F, to wszystkie pierwiastki
wielomianu 2? —x — a naleza do F, a jesli b ¢ F', to xP — x — a jest nierozkladalny w F[x], rozszerzenie F' C F(b)
jest cykliczne oraz [F'(b) : F] = p.
Szczegdlowy dowdd nieznacznie przekracza ramy tego wykladu (wykorzystuje pojecie tzw. $ladu elementu i 90-te twier-
dzenie Hilberta) i zostanie tu pominiety.
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Zatozmy, ze [L : F| jest iloczynem [ czynnikéw pierwszych oraz ze twierdzenie jest prawdziwe dla
rozszerzen L' dla ktorych liczba [L' : F) ma mniej niz [ dzielnikow pierwszych. Grupa rozwiazalna, ktorej
rzad nie jest liczba pierwsza, nie jest prosta, istnieje zatem H < G(L/F) taka, ze 1 < |H| < |G(L/F)|.
Niech M = LY. Wéwczas F C M C L oraz rozszerzenia ' C M i M C L sa rozwigzalne. Ponadto
G(L/M) = H oraz G(M/F) = G(L/F)/H. Wobec zalozenia indukcujnego M C r(F) oraz L C r,,(M),
gdzie k 1 m sa najwiekszymi dzielnikami pierwszymi liczb [M : F| = |G(L/F)/H| i [L : M| = |H|,
odpowiednio. Zatem k,m < n istad M C r,(F) oraz L C rp(r,(F)) = rn(F). O

Whniosek 15.2. Niech F' bedzie cialem, niech L bedzie rozszerzeniem Galois ciata F', niech [L : F] bedzie
potega dwdjki. Wowcezas L C ro( F).

Dowdéd. Wynika bezposrednio z Uwagi 14.3. U

Twierdzenie 15.10. Niech F bedzie ciatem, niech L bedzie skonczonym rozszerzeniem Galois ciata F.
Niech L C r(F). Wowczas grupa G(L/F) jest rozwigzalna.

Dowdd. Zatozmy, ze F' = Fy C Fy C ... C F, = L jest takim ciagiem cial, ze Fj.; = F;(a;), gdzie a;
jest pierwiastkiem wielomianu z™ — b; € Fi[z], gdy charF" = 0, lub a; jest pierwiastkiem wielomianu
" —b; € Filz|, gdzie p t n;, lub a; jest pierwiastkiem wielomianu 2P — x — b; € Fj[x], gdy charF = p.
Dowd6d prowadzimy przez indukcje wzgledem liczby r. Dla r = 0 teza jest oczywista. Zatézmy wiec, ze
r > 11 ze twierdzenie zachodzi dla rozszerzen, dla ktorych istniejg odpowiednie ciggi cial o dtugosciach
0,1,...,r — 1. Poniewaz rozszerzenia F' C L i F' C F} sg Galois, wiec ' C LF) tez jest Galois, a wraz z
nim Fy; C LF; jest Galois. Poniewaz L C r(F) C r(Fy), wiec LFy C r(Fi). Rozwazmy ciag ciat

FiCFk C...CF,.

Oczywiscie LFy, C F,, wiec z zatozenia indukcyjnego rozszerzenie Fy C LF) jest rozwigzalne. Dalej,
wobec twierdzen Lagrange’a-Kummera i Artina-Schreiera rozszerzenie F' C F) jest rozwiazalne. Wobec
tego rozszerzenie F' C LF7 jest rozwiazalne. Poniewaz F' C L C LF}, wigc tez F' C L jest rozwiazalne. [

Whniosek 15.3. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie skonczonym rozszerzeniem Galois ciata F'. Niech
ponadto n bedzie najwickszym dzielnikiem pierwszym liczby [L : F]. Wowczas nastepujace warunki sg
rownowazne:

(1) L Cra(F);

(2) LCr(F);

(3) grupa G(L/F) jest rozwigzalna.

Dowéd. Implikacja (1) = (2) jest oczywista, wynikanie (2) = (3) jest trescia Twierdzenia 15.10, a
wnioskowanie (3) = (1) teza Twierdzenia 15.9. O

Definicja 15.3. Niech [ bedzie cialem, niech f € Flx|. Méwimy, Ze réwnanie f(x) = 0 jest rozwigzalne
przez pierwiastniki, gdy kaidy pierwiastek wielomianu f nalezy do r(F).

Whniosek 15.4. Niech F' bedzie cialem, niech f € Flx] bedzie wielomianem rozdzielczym. Wowczas
rownanie f(x) = 0 jest rozwigzalne przez pierwiastniki wtedy i tylko wtedy, gdy grupa Galois wielomianu
f jest rozwigzalna.

Dowdd. Niech L bedzie ciatem rozkladu wielomianu f. Poniewaz f jest rozdzielczy, wiec rozszerzenie
F C L jest rozdzielcze, a wiec Galois. Wobec Wniosku 15.3 grupa G(L/F) jest rozwiazalna wtedy i tylko
wtedy, gdy L C r(F), czyli gdy wszystkie pierwiastki wielomianu f wyrazaja sie przez pierwiastniki. [
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15.2. Rozwigzalno$é réwnan przez pierwiastniki. Ré6wnania o dowolnych wspoélczynnikach.

Lemat 15.3. Niech F' bedzie cialem, niech F' C M 1 F C L bedg rozszerzeniami ciata F'. Niech
a: L — M bedzie izomorfizmem. Wowcezas G(L/F) = G(a(L)/a(F)).

Dowdd. Ustalmy ¢ € G(L/F). Wowczas dla a € «(F) istnieje b € F takie, ze a = a(b), a zatem
aopoal(a)=aopoaltoald) =aopd) =al) =a Zatem aopoa! € G(a(L)/a(F)). Ponadto
dla ¢,v € G(L/F) zachodzi:

1 1

aocgpotpoal =aopoatoaorpoa?,

zatem odwzorowanie o : G(L/F) — G(a(L)/a(F)) dane wzorem o(¢) = a o ¢ o a~! jest dobrze
okreslonym homomorfizmem grup. Odwzorowanie 7 : G(«(L)/a(F)) — G(L/F) dane wzorem 7(1) =
a~t o1 oa jest do niego odwrotne, tak wiec o jest izomorfizmem. Il

Twierdzenie 15.11. Niech F' bedzie cialem, niech ay, . .., a, bedq algebraicznie niezalezne nad F, niech
fx)=a2"+a2" '+ .. +a, 17 +a, € Flay, ..., a,)[z].
Wowczas grupa Galois wielomianu f wzgledem ciata F(ay, ..., ay) jest izomorficzna z S(n).

Dowdd. Niech M = F(Si,...,S,), gdzie Si,...,5, € Flxy,...,x,] sa wielomianami symetryczny-
mi podstawowymi zmiennych zi,...,2,. 2* Elementy S,...,S, sa algebraicznie niezalezne nad cia-
tem F'. Poniewaz elementy ag,...,a, rowniez sa algebraicznie niezalezne nad F', istnieje F-izomorfizm
¢ : Flay,...,a,) — F(S1,...,S,) taki, ze ¢(a;) = S;, i € {1,...,n}. Niech ¢* : F(ay,...,a,)[z] —

F(S1,...,S,)[x] bedzie izomorfizmem pierscieni wielomianéw indukowanym przez ¢. W szczegdlnosci
¢*(f)(x) = 2" + S1a" " + ...+ Spaz + S

Wobec wzoréw Viete'y pierwiastkami wielomianu phi*(f) sa elementy —xq1, —xo, ..., —x,. Zatem cialem
rozkladu wielomianu ¢*(f) jest L = F(xy,...,2,). Niech L' bedzie cialem rozkladu wielomianu f €

27Deﬁnicja: Niech n € N, niech R bedzie pierscieniem. Wielomian f € R[z1,...,z,] nazywamy wielomianem syme-
trycznym, gdy
Vo € S(n)[f(xl, ce ,In) = f(xg(l), e za(n))]
Zbior wielomianéw symetrycznych oznaczamy Reym |21, ..., Zx).
Uwaga: Niech n € N, niech R bedzie pierscieniem. Wéwczas Rgym[21, ..., Z,] jest pierscieniem.
Definicja: Niech n € N, niech R bedzie pierscieniem. Wielomiany
S1(x1,.yTn) = 14+ .4 xn

So(T1, ..y Tn) = T1Ta+ ...+ 21Ty +Tox3+ .. F ToTy + ...+ Tp_1T,

Sk(.’lﬁl,...,xn) = Z Lij 1 Ljy = v Ty

1<i1<i2<...<ix<n

Sn(T1, ..y Tn) = X1 Ty
nazywamy wielomianami symetrycznymi podstawowymi zmiennych z,...,z,.
Twierdzenie: Niech n € N, niech F' bedzie cialem. Wéwczas wielomiany symetryczne podstawowe Si,...,S, €
Flzq,...,z,] sa algebraicznie niezalezne nad F'.

Twierdzenie (zasadnicze twierdzenie teorii wielomianéw symetrycznych): Niech n € N, niech F' bedzie cialem. Wéwczas:
Foym(z1,...,2n] = F[S1(z1,...,2n),..., S0 (21,...,20)].

Proste, aczkolwiek raczej zmudne rachunkowo dowody powyzszych twierdzen pomijamy



98

F(ay,...,a,)[z]. Wobec Twierdzenia 10.4 istnieje izomorfizm a : L' — L taki, ze a|p(q,
Lematu 15.3 G(L'/F(ay,...,a,)) = G(F(x1,...,2,)/F(S1,...,Sn)).
Pokazemy, ze G(F(x1,...,2,)/F(S1,...,S,)) = S(n). Istotnie, niech o € S(n). Zdefiniujmy odwzo-

an) = ¢. Wobec

.....

rowanie o* : F(z1,...,x,) — F(xy,...,x,) wzorem

o (g(x1,. .. %0)) = 9(Toqr), - - - Tom))-
Oczywiscie o* jest automorfizmem ciala F'(z1,...,z,). Niech G = {¢* € AutL : 0 € S(n)}. Oczywiscie
G jest grupa i G = S(n). Zgodnie z definicja, F(z1,...,2,)% = Fyum(@1, ..., 2,). Ale Fyypm(z1,...,2,) =
F(S1,...,50). O

Twierdzenie 15.12. Abela-Ruffini’ego] Niech [ bedzie cialem, niech ay,...,a, bedq algebraicznie nie-
zalezne nad ciatem F, niech
f@)=2"+a2" '+ .. +a, 17 +a, € Flay, ..., a,)[z].
Wowczas réwnanie f(x) =0 jest rozwigzalne w pierwiastnikach wtedy i tylko wtedy, gdy n < 4.
Dowdéd. Wobec Wniosku 15.4 réwnanie f(x) = 0 jest rozwiazalne w pierwiastnikach wtedy i tylko wtedy,

gdy grupa Galois wielomianu f nad F(aq,...,a,) jest rozwiazalna. Wobeb poprzedniego twierdzenia ma
to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy S(n) jest rozwiazalna, czyli gdy n < 4 na mocy Uwagi 5.3 . O



