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14. WYKEAD 14: GRUPA GALOIS WIELOMIANU. ZASADNICZE TWIERDZENIA TEORII GALOIS.
ROZSZERZENIA ROZWIAZALNE, CYKLICZNE I ABELOWE.

14.1. Grupa Galois wielomianu.

Definicja 14.1. Niech F' bedzie ciatem, niech f € Flx|, niech L bedzie ciatem rozkladu f. Grupe G(L/F)
nazywamy grupg Galois wielomianu f.

Twierdzenie 14.1. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem normalnym ciata F'. Niech
f € Flx] bedzie nierozkladalny, niech ay,as € L bedg pierwiastkami f. Wowczas istnieje o € G(L/F)
taki, ze o(ay) = as.

Dowéd. Wobec Twierdzenia 10.2 istnieje F-izomorfizm ¢ : F(a1) — F(az) taki, ze ¢(a1) = az. Z kolei
wobec Lematu 12.1 istnieje F-wlozenie o : L — F takie, Ze 0|p(,) = ¢. Poniewaz rozszerzenie F' C L
jest normalne, wiec (L) = L. Zatem o € G(L/F) oraz o(ay) = ¢(ay) = as. O

Whniosek 14.1. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem normalnym ciata F', niech F' C
M C L. Wéwczas rozszerzenie F C M jest normalne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaZdego o € G(L/F)
zachodzi o(M) = M.

Dowdd. (=) : oczywiste. (<) : Ustalmy wielomian nierozktadalny f € F[z] i niech a; € M bedzie
jego pierwiastkiem. Ustalmy pierwiastek as € L wielomianu f, a; # as. Wobec powyzszego twierdzenia
istnieje F-izomorfizm o : L — L taki, ze o(a;) = ay. Poniewaz o(M) = M, wiec ay € M, a zatem
rozszerzenie F' C M jest normalne. O

Twierdzenie 14.2. Niech F bedzie cialem, niech f € F|x], niech L bedzie cialem rozkladu f. Niech
{ai,...,a,} bedzie zbiorem wszystkich pierwiastkow wielomianu f. Wéwczas G(L/F) < S({aq,...,a,}).
Ponadto, jezeli f = fi-...- f. jest rozkladem f na czynniki nierozkladalne w Fx], to zbior pierwiastkow
wielomianu f; jest orbitg w zbiorze {a, ..., a,} ze wzgledu na dziatanie grupy G(L/F).

Dowdd. Poniewaz kazdy automorfizm o(L/F) jest odwzorowaniem réznowartosciowym przeksztatcaja-
cym pierwiastki wielomianu f na siebie, wiec o okresla pewna permutacje zbioru {as,...,a,}. Réznym
automorfizmom odpowiadaja rézne permutacje, zatem G(L/F) jest izomorficzna z pewna podgrupa
grupy S({ai,...,a,}).

Ustalmy pierwiastek a;; wielomianu f; i rozwazmy Orb(a;;). Oczywiscie kazdy o € G(L/F) przepro-
wadza pierwiastki wielomianu f; na pierwiastki wielomianu f;. Ponadto, wobec Twierdzenia 14.1, jesli
a;, jest plerwiastkiem f;, to istnieje o € G(L/F) taki, ze o(ay) = a;;. Zatem a;, € Orb(a;;). O

Whniosek 14.2. Niech F bedzie cialem, niech f € Flz], niech L bedzie cialem rozkladu f. Niech
{ai,...,a,} bedzie zbiorem wszystkich pierwiastkéw wielomianu f. Wowczas G(L/F) dziala przechodnio
na zbiorze {ay,...,a,} wtedy i tylko wtedy, gdy f jest potegq wielomianu nierozkladalnego w Fx].

Dowdd. Grupa G(L/F) dziata przechodnio na {ay, ..., a,} wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje tylko jedna
orbita tego dzialania, a wiec wtedy i tylko wtedy, gdy czynniki nierozktadalne f sa jednakowe. ]

Whniosek 14.3. Niech F' bedzie cialem, niech f € F[z|, niech L bedzie cialem rozkiadu f. Niech deg f =
n. Wéwcezas jesli |G(L/F)| =nl, to f jest nierozkladalny w F[z] oraz L jest rozszerzeniem rozdzielczym
ciata F'.

Dowdd. Przypusémy, ze rozszerzenie F' C L nie jest rozdzielcze lub f jest rozktadalny w Flz|. Jezeli
rozszerzenie F' C L nie jest rozdzielcze, to f ma pierwiastek wielokrotny. Zatem liczba réznych pier-
wiastkéw f jest mniejsza od n, a wiec G(L/F) jest grupa permutacji zbioru o mniej niz n elementach,

czyli |G(L/F)| < nl.
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Jezeli f jest rozktadalny w F[z] i nie ma pierwiastkow wielokrotnych, to wobec Wniosku 14.2 gru-
pa G(L/F) dziata przechodnio na {ai,...,a,}, a wiec musi by¢ G(L/F) < S({ay,...,a,}), czyli
|G(L/F)| < nl. O

14.2. Zasadnicze twierdzenia teorii Galois.

Uwaga 14.1. Niech F' bedzie cialem, niech L bedzie rozszerzeniem ciata F'. Niech ponadto:
A={M:F CM C L, M jest cialem} oraz B={H : H < G(L/F)}.

Niech o : A — B bedzie dane wzorem
a(M) = G(L/M),
niech B : B — A bedzie dane wzorem:
B(H) =L
(1) Odwzorowania « i 3 sq dobrze okreslone.
(2) Jezeli My, My € A i My C My, to a(My) D a(Ms).
(3) Jezeli Hl,Hg eB ZH1 - HQ, to 6([‘[1) D) B(Hg)

Dowdd. Poréwnaj Wnioski 13.4 1 13.5. O

Twierdzenie 14.3 (Galois). Niech F bedzie cialem, niech L bedzie rozszerzeniem Galois ciata F. W
oznaczeniach Uwagi 14.1 odwzorowanie « jest injekcjg, a (B jest surjekcjg. Ponadto, gdy rozszerzenia
F C L jest skoniczone, to a i 8 sq wzgledem siebie odwrotne.

Dowdod. Ustalmy M € A. Wobec Wniosku 13.14 rozszerzenie M C L jest Galois. Wobec Twierdzenia
13.5 M = LEE/M) czyli B(a(M)) = M, a wiec w szczegdlnodci 3 jest surjekcja.

Dalej, ustalmy M, My € A i zatézmy, ze a(My) = a(Ms). Wobec tego My = B(a(M)) = B(a(M,)) =
M,, wiec « jest injekcja.

Zatézmy, ze rozszerzenie F' C L jest skoniczone. Wobec Wniosku 13.15 |G(L/F)| < +oo. Ustalmy
H € B. Wobec Wniosku 13.6 H = G(L/L"), a wiecc H = a(B(H)). O

Whniosek 14.4. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie skonczonym rozszerzeniem Galois ciata F. W
oznaczeniach Uwagi 14.1 |A| < +oo.

Dowdd. Wobec Wniosku 13.15 |G(L/F)| < +oo. Stad |B|] < +o0o. Wobec twierdzenia Galois réwniez
|A| < 4o0. O

Whiosek 14.5. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem Galois ciata F. Wowczas w ozna-

czentach Uwagi 14.1:

(].) Oé(MlM2> = Oé(Ml) N O[(MQ), dla Ml, MQ € ./4,'
(2) 6((]’.[1 U H2>) - ﬁ(Hl) N ﬁ(HQ), dla Hl, HQ € B

Ponadto, gdy rozszerzenie F' C L jest skoriczone, to:

(3) (X(Ml N Mg) = <OZ(M1) U a(M2)>, dla Ml, MQ € A,’
(4) B(H\ N Hy) = B(H.)B(Hs), dia Hy, Hy € B.

Dowdd. (1) Ustalmy ¢ € G(L/F). Wéwczas

¢ € a(MiMz) & ¢ € G(L/MiMa) & Glarar, = id & ¢, = id A |, = id
& pea(My)No € a(My) < ¢ e a(M)Na(M).
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(2) Ustalmy a € L. Wéwczas
a € B((H,UH,)) & ac LMY o g c L Ng e L2 o o c B(H,) N B(H,).

Jezeli rozszerzenie F' C L jest skonczone, to f(a(M)) =M i«a(B(H))=H,dla M € A, H € B.
(3) Wobec (2):

a(My N M) = a(B(H1) N B(Hz)) = o B((H1 U Hy)) = (H1 U Ha) = {a(M1) U (My)).
(4) Wobec (1):
B(H1 N Ha) = Bla(M) Na(Ms)) = o a(Mi M) = MMy, = 3(H1)B(Ha).
]
Przyklad:

(1) Rozwazmy cialo Q, wielomian f(z) = 23 — 5 € Q[z] i cialo rozktadu wielomianu f. Wszystkimi

pierwiastkami wielomianu f sa v/5, #5\3/3 oraz (#) /5. Wobec tego

L=Q \3/57—14;2'\/5\3/57(—1“\/3) o :@<%’—1+N§>

2 2

jest ciatem rozktadu f. Wobec tego [L : Q] = [L : Q(v/5)] - [Q(¥/5) : Q] = 2-3 = 6. Po-
niewaz rozszerzenie Q C L jest rozdzielcze i normalne, wiec jest Galois. Wobec Wniosku 13.15
|G(L/Q)| = 6. Wobec Twierdzenia 14.2 G(L/Q) = S(3). Wszystkimi podgrupami grupy S(3) sa:
o {id}, S(3),
. A(3)
e H,, Hy, H3 — grupy ztozone z id i jednej transpozycji.
Wobec twierdzenia Galois istnieja 4 ciata posrednie: 3(A(3)), 5(H1), B(Hz), G(Hs). Wobec Wnio-
sku 13.16:

[BA(3)) : Q] = (S(3)  A(3)) = 2 oraz [B(H,) - Q] = (S(3) : H) =3 dlai € {1,2,3}.
Wobec twierdzenia Galois cialo 3(A(3)) sktada sie z tych elementéw ciata L, ktore nie ulegaja
) ) 2
zmianie przy parzystych permutacjach zbioru {\3/3, *12“/5 /5, (’HQ“@) \3/3} 7, definicji per-

mutacji parzystej, przy dowolnej permutacji parzystej nie zmienia si¢ liczba

(\3/-_—121\/3%)_ v (—1+i\/§> o

2
—17;@'_\6%_ <—_1J;“/§> 5| = 151V/3.

Zatem iv/3 € B(A(3)) i tym samym 3(A(3)) = Q(iv/3).

Dalej, wobec twierdzenia Galois, ciato G(H;) sklada sie z tych elementéw ciala L, ktére nie
ulegaja zmianie przy transpozycji (6/5, #{’/ﬁ) Elementem takim jest na przyktad /5 +
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Y5 — - (255) 5. zatem 511 5 Q (- (252)" 5. At
B(): Q= |Q —(#) 5\ 0| =3

wice S(Hy) = Q (— (2255)’ ﬁ)
Analogicznie znajdujemy G(Hs), 5(Hs).

Twierdzenie 14.4 (Galois). Niech F' bedzie ciatem, L rozszerzeniem Galois ciala F. Niech w oznacze-
niach Uwagi 14.1 M € A. Wéwczas

(1)
(2)

Dowdad.

(2)

rozszerzenie ' C M jest Galois wtedy i tylko wtedy, gdy G(L/M) < G(L/F);
jezeli G(L/M) < G(L/F), to G(M/K) = G(L/F)/G(L/M).

(1) («) : Ustalmy F-zanurzenie ¢’ : M — F. Wobec Lematu 12.1 istnieje F-zanurzenie
" . L — F takie, ze 1"|5; = 1'. Poniewaz rozszerzenie F' C L jest normalne, wiec ¢"(L) = L.
Wobec tego ¢ = ¢"|, € G(L/F). Poniewaz G(L/M) < G(L/F), wigc dla ¢ € G(L/M) mamy
v topor € G(L/M). Wobec tego dla a € M zachodzi ¢! o ¢ o)(a) = a, czyli po(a) =
Y(a). Wobec tego ¥(a) € LEE/M) Poniewaz rozszerzenie F' C L jest Galois, wiec i rozszerzenie
M C L jest Galois, a zatem LEE/M) = M. Zatem ¢(a) € M, czyli (M) C M. Analogicznie
Y (M) C M, czyli M C ¢(M). Wobec tego M = (M) = /(M), a zatem rozszerzenie F' C M
jest normalne. Poniewaz rozszerzenie F' C L jest rozdzielcze, wiec i rozszerzenie F' C M jest
rozdzielcze, a wiec i Galois.
(=) : Ustalmy v € G(L/F). Wowczas ¢ = 1|y, jest F-zanurzeniem ciata M w ciato F. Po-
niewaz rozszerzenie F' C M jest normalne, wigc ¢ (M) = M. Zatem ¢’ € G(M/K). Zdefiniujmy
odwzorowanie o : G(L/F) — G(M/F) wzorem

o () = ¢lar-

Odwzorowanie ¢ jest dobrze okreslone. Oczywiscie o jest homomorfizmem grup. Jest to tez
surjekcja, gdyz jesli ' € G(M/F), to wobec Lematu 12.1 istnieje F-zanurzenie ¢ : L — F' takie,
ze Y|y = 1 1 skoro rozszerzenie F' C L jest normalne, to ¢ € G(L/F). Na koniec

Y ekero < o(Y) =id < Y|y =id < Y € G(L/M).
Zatem ker o = G(L/M) i tym samym G(L/M) < G(L/F).

Dla dowodu czesci (2) wystarczy skorzystaé z twierdzenia o izomorfizmie dla homomorfizmu o
GM/K)=G(L/F)/G(L/M).
0

Whniosek 14.6. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie skonczonym rozszerzeniem Galois ciata F'. Niech
G(L/F)=G1®...®G,. W oznaczeniach Uwagi 14.1 istniejg My, ..., M, € A takie, Ze

MiMj = L; i 7£ j;
rozszerzenia F' C M; sqg Galois,

G(M;/F) = Gi.
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Dowéd. Dowdd prowadzimy przez indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 2 niech My = 5(G1), My = B(G3).
Wobec Wniosku 14.5:

My N My = B(G1) N B(G2) = B(G1UGr)) = B(G(L/F)) = F

oraz
MMy = 3(G1)B(G2) = B(G1 N Gz) = B({id}) = L.

Ponadto G1,Gy < G(L/F), wigc wobec Twierdzenia 14.4 rozszerzenia F' C M, F' C M sa Galois.

Oczywiscie G(M,/F) = Gy oraz G(My/F) = G3. Dowdd przypadku n > 2 pozostawiamy jako ¢wiczenie.

U

14.3. Rozszerzenia rozwigzalne, cykliczne i abelowe.

Definicja 14.2. Niech F bedzie ciatem, L rozszerzeniem Galois ciala F. Jezeli grupa G(L/F) jest
rozwigzalna (lub, odpowiednio, cykliczna, abelowa), to rozszerzenie F' C L nazywamy rozwigzalnym
(lub, odpowiednio, cyklicznym, abelowym ).

Twierdzenie 14.5. Niech F bedzie ciatem, L rozszerzeniem abelowym ciata F, niech FF C M C L.
Woéwczas rozszerzenia F C M 1 M C L sq abelowe.

Dowdd. Poniewaz kazda podgrupa grupy abelowej jest normalna, wiec G(L/M) < G(L/F). Wobec
Twierdzenia 14.4 rozszerzenie F' C M jest Galois. Poniewaz rozszerzenie I C L jest Galois, wieci M C L
jest Galois. Poniewaz G(L/M) < G(L/F), wiec G(L/M) jest abelowa. Dalej, poniewaz G(M/K) =
G(L/F)/G(L/M), wigc G(M/F) tez jest abelowa. O

Twierdzenie 14.6. Niech F' bedzie cialem, L rozszerzemiem cyklicznym ciata F', niech FF C M C L.
Wowczas rozszerzenia F' C M i M C L sq cykliczne.

Dowdd przebiega analogicznie jak w poprzednim twierdzeniu i pozostawiamy go jako proste ¢wiczenie.

Twierdzenie 14.7. Niech F' bedzie ciatem, L rozszerzeniem rozwigzalnym ciata F, niech F¥ C M C L.
Wowczas rozszerzenie M C L jest rozwigzalne. Ponadto, jezeli rozszerzenie F' C M jest Galois, to jest
tez rozwigzalne. Na odwrot, jezeli rozszerzenia F' C M + M C L sq rozwigzalne, to rozszerzenie F' C L
jest rozwigzalne.

Dowdd. Poniewaz F' C L jest Galois, wiec i M C L jest Galois. Poniewaz G(L/M) < G(L/F), wiec
grupa G(L/M) jest rozwiazalna. Jezeli rozszerzenie F' C M jest Galois, to wobec Twierdzenia 14.4
G(L/M) < G(L/F),astad G(M/K) = G(L/F)/G(L/M), wigc G(M/F) jest rozwiazalna. Jezeli F' C M
i M C L sarozwiazalne, to wobec Twierdzenia 14.4 G(L/M) < G(L/F). Skoro G(L/M) jest rozwiazalna
iG(M/K)=G(L/F)/G(L/M), to G(L/F) jest rozwiazalna. d

Uwaga 14.2. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem skonczonym i abelowym ciata F.
Wowczas istniejq ciata My, ..., M,, F C M; C L, i€ {1,...,n}, takie, ze

M,NnM; =F,i#j,

rozszerzenia I C M; sq cykliczne,

[M; : F] jest potegq liczby pierwszej.

Dowdd. Wynika bezposrednio z Wniosku 14.6 i tego, ze skonczona grupa abelowa jest suma prosta grup
cyklicznych. O

Twierdzenie 14.8. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie skonczonym rozszerzeniem Galois ciala F'.
Nastepujgce warunki sq rownowazne:
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(1) rozszerzenie F' C L jest rozwigzalne;
2) istnieje cigg ciat F' = Fy C Fy C ... C F, = L taki, Ze kazde z rozszerzen F; C F; 4 jest cykliczne,
¢ +
i€{0,...,7 =1} oraz [Fiyq : Fj] jest liczbg pierwszq;
3) istnieje cigg cial F' = F, C F| C ... C F! = L taki, Ze kazde z rozszerzen F! C F! | jest abelowe,
0 1 s 7 i+1
ied{0,...,s—1}.

Dowdd. (1) = (2): Zatézmy, ze grupa G(L/F) jest rozwiazalna. Wobec tego istnieje ciag grup G(L/F) =
Go D Gy D...D G, ={id} taki, ze G411 < Gy, dlai € {0,...,r — 1}, oraz grupa G;/G;; jest cykliczna
o rzedzie bedacym liczba pierwsza, i € {0,...,7 — 1}. Niech F; = L% i € {0,...,r — 1}. Wéwczas
F=FKCF C...CF =Loraz G;=G(L/F,),i€{0,...,7r—1}. Rozwazmy ciag F; C F;,1 C L,
dla ustalonego ¢ € {0,...,r — 1}. Oczywiscie F; C L jest rozszerzeniem Galois. Wobec Twierdzenia 14.4
skoro G411 < G, wiec F; C Fjy1 jest rozszerzeniem Galois. Ponadto
G(Fis1/F) = G(L/F)/G(L/Fip1) = Gi/Gis,

wigc rozszerzenie F; C Fjq jest cykliczne.

(2) = (3): oczywiste.

(3) = (1): Poniewaz rozszerzenie F' C L jest Galois, wiec rozszerzenia F] C L tez sa Galois,
i € {0,...,s — 1}. Rozwazmy ciag F; C F;,; C L, dla ustalonego i € {0,...,s — 1}. Poniewaz rozsze-
rzenie F] C F} ;| jest abelowe, wiec wobec Twierdzenia 14.4 G(L/F}.,) < G(L/F}) oraz G(F],,/F}) =
G(L/F))/G(L/F],,). Niech G; = G(L/F}). Wowczas G(L/F) =Gy D> G1 D ... D Gy = {id}, Gip1 < G,
oraz grupa G;/G;;1 jest abelowa, i € {0,...,s — 1}. Zatem G(L/F) jest rozwiazalna. O

Twierdzenie 14.9. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciata F'. Jezeli FF C Ly C L 4
F C Ly C L sq rozszerzeniami abelowymi, to wowczas rozszerzenie F C Ly Ly tez jest abelowe.

Dowdd. Oczywiscie rozszerzenie F' C Ly Lo jest Galois oraz G(L1 Lo/ F) < G(L1/F)®G(Ly/F). Poniewaz
grupy G(L1/F) i G(Ls/F) sa abelowe, wiec G(L1/F) @ G(Ly/F) jest grupa abelowa i tym samym
G(L1Ly/F) jest abelowa. Zatem rozszerzenie F' C Ly Ly jest abelowe. O

Twierdzenie 14.10. Niech F' bedzie cialem, niech L bedzie rozszerzeniem ciata F'. Jezeli ¥ C Ly C L
1 ' C Ly C L sq rozszerzeniami rozwigzalnymi, to wowczas rozszerzenie F C LiLg tez jest rozwigzalne.

Dowdd przebiega analogicznie jak w poprzednim twierdzeniu i pozostawiamy go jako proste ¢wiczenie.

Uwaga 14.3. Niech F bedzie cialem, niech L bedzie rozszerzeniem Galois ciata F', niech [L : F| bedzie
potegq liczby pierwszej. Wowczas rozszerzenie F' C L jest rozwigzalne.

Dowdd. Jezeli [L : F] jest potega jakiejs$ liczby pierwszej, to G(L/F') jest p-grupa, a zatem jest rozwia-
zalna. U



