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13. WYKEAD 13: LINIOWA NIEZALEZNOSC CHARAKTEROW. CIALO ELEMENTOW STALYCH. GRUPA
GALOIS. ROZSZERZENIA GALOIS.

13.1. Liniowa niezaleznosé¢ charakterow.

Definicja 13.1. Niech (G, -) bedzie potgrupa, niech F' bedzie cialem. Charakterem pélgrupy G w ciele
F nazywamy dowolny homomorfizm x : G — U(F).
Przyklady:
(1) Rozwazmy dowolna poétgrupe (G, -) i dowolne ciato F. Woéwczas x : G — U(F) dany wzorem
x(x) =1 jest charakterem. Nazywamy go charakterem trywialnym.
(2) Rozwazmy poétgrupe Z i dowolne ciato F'. Niech a € U(F'). Wowczas x(n) = a™ jest charakterem.
(3) Rozwazmy dowolne ciato F' i polgrupe U(F'). Wowezas dowolny automorfizm ciata F' jest cha-
rakterem.

Twierdzenie 13.1 (Artina o liniowej niezaleznosci charakteréw). Niech (G, -) bedzie polgrupg, niech F
bedzie cialem, niech x1,...,xn : G — U(F) bedq parami réznymi charakterami, niech as,...,a, € F.
Wowczas jezel

Vo € Glayxi(z) + ... + apxa(z) = 0],
toa,=...=a, =0.
Dowdd. Dowdd prowadzimy indukceyjnie ze wzgledu na n. Teza jest oczywista dla n = 1, ustalmy wiec
n > 11 zalézmy prawdziwo$é¢ twierdzenia dla liczb mniejszych od n. Ustalmy tez elementy z,y € G.
Wobec zatozenia

arx1(z) + ...+ apxn(x) = 0.

Mnozac obustronnie przez y,(y) otrzymujemy:

ale(x)Xn(y +...+ aan(x)Xn(y = 0.

Ponadto, wobec zatozenia:

arx1(2)x1(y) + ... + anxn(@)xn(y) = arx1(zy) + . .. + apxa(zy) = 0,

tak wiec odejmujac stronami powyzsze dwie rownosci otrzymujemy

ar[xn(y) = xa(W)xa() + -+ analxa(y) = Xn-1(y)Ixn-1(x) = 0.
Wobec zatozenia indukcyjnego a;[x,(y) — xi(y)] = 0, dla i € {1,...,n — 1}. Poniewaz x1,...,Xn sa

parami rézne, wiec wobec dowolnosci y € G, dla kazdego i € {1,...,n — 1} istnieje y € G takie, ze
Xn(y) — xi(y) # 0, azatem a; =0, dla¢ € {1,...,n—1}. Tym samym a,x,(z) = 0, dla wszelkich x € G
oraz 1 € {1,...,n — 1}, skad réwniez a,, = 0. O

Whniosek 13.1 (twierdzenie Dedekinda o liniowej niezaleznosci automorfizméw). Niech F' bedzie cialem,
niech oy, ...,0, : F — F bedqg parami rézinymi automorfizmami, niech aq, ..., a, € F. Wowczas jezeli

Vo € Flayjoi(x) + ... + ayo,(x) = 0],
toa;=...=a, =0.
Whniosek 13.2. Niech F' bedzie ciatem, niech oo, ..., q, € F bedqg parami rézne, niech aq,...,a, € F.
Wowczas jezeli
Vk € Zlayof + ..+ a,ak = 0],

toa; =...=a, =0.
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13.2. Cialo elementéw stalych. Grupa Galois.

Uwaga 13.1. Niech L bedzie ciatem, niech G C AutL. Zbior wszystkich elementow statych na wszystkich
automorfizmach z G jest podciatem ciata L.

Dowéd. Niech F = {a € L : o(a) = adlao € G}. Oczywiscie ¢(0) = 0, (1) = 1 dla ¢ € G, zatem
0,1 € F. Ustalmy a,b € F Woéwczas dla o € G

ola+b)=o0(a)+o(b) =a+b,
zatem a + b € F. Podobnie a — b,ab, 7 (oile b# 0) € F'. O
Definicja 13.2. Niech L bedzie ciatem, niech G C AutL. Ciato

{a € L:0(a)=adlaoeG}

nazywamy ciatem elementéw stalych ze wzgledu na zbiér G i oznaczamy LC.
Whiosek 13.3. Niech L bedzie ciatem, niech F C L bedzie ciatem prostym. Wéwczas F C LA,
Whiosek 13.4. Niech L bedzie ciatem, niech Gy subsetGy C AutL. Wéwczas LG D LG,

Uwaga 13.2. Niech F bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciala F'. Zbior wszystkich automorfizmow ciata
L statych na wszystkich elementach z F' jest podgrupq grupy AutL.

Dowdd. Niech G = {0 € AutL : 0(a) = a dla a € F'}. Ustalmy 01,09 € G. Wowczas, dla a € F:
o100y (a) = 01(0y ' (a)) = 01(a) = a,
a zatem 0,00, € G. O
Definicja 13.3. Niech F' bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciala F'. Grupe
{o0 € AutL : 0(a) = a dla a € F}
nazywamy grupa Galois rozszerzenie F' C L i oznaczamy G(L/F).

Wniosek 13.5. Niech F' bedzie ciatem, niech F© C L C M bedg rozszerzeniami ciata F'. Wowczas
G(M/L) < G(M/F).

Twierdzenie 13.2 (Artina). Niech L bedzie cialem, niech G < AutL. Jezeli |G| < +o0 lub [L : L€] <
+00, to wéwczas |G| = [L : LY.

Dowdd. Zatézmy, ze |G| < +o00. Niech G = {oy,...,0,}. Ustalmy ai,...,a,41 € L. Wéwczas uklad
réwnan:
0'1_1<Cl1).771 + ...+ O'l_l(an+1).’ll'n+1 = 0,

o a)zr+ ...+ 0, (s 1)Tre1 =0
ma niezerowe rozwiazanie, gdyz réwnan jest w nim mniej niz niewiadomych. Ustalmy wiec niezerowe
rozwiazanie by, ...,b,11 € L. Mozemy zatozy¢, ze by # 0. Oczywiscie aby, ..., ab,.1, dla a € L, réwniez
jest rozwiazaniem tego uktadu. Pokazemy, ze mozna przyjac, iz o1(by) + o2(b1) + ... + 0,(b1) # 0.
Istotnie, przypusémy, ze dla wszelkich b € L zachodzi

o1(bby) + ...+ 0,(bby) = 01(b1)o1(b) + ... + 0,(b1)on(b) = 0.

Woéwezas, wobec twierdzenie Dedekinda o liniowej niezaleznosci automorfizméw, oy (by) = ... = 0,(b1) =
0, co jest niemozliwe, poniewaz by # 0 oraz oy, . . ., 0, sa bijekcjami. Zatem dla pewnego b € L, bby, ..., bb,
jest rozwiazaniem uktadu, dla ktérego oq(bby) + ... + 0, (bby) # 0.
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Poniewaz o; ' (a1)bi+. . .40 (ani1)bns1 = 0, dlai € {1,...,n}, wiec o;(0; ' (a1)bi+. . .40, (ani1)bpi1) =
0,dlad e {1,...,n}. Tym samym
alal(bl) + ...+ an+101(bn+1) = O,

CllUn(bl) + ...+ an+1an(bn+1) =0.
Dodajac powyzsze réwnania stronami otrzymujemy
a1(01 + ...+ O_n)(bl) + ...+ an+1(0'1 + ...+ Un)(bn+l) =0.

Zauwazmy, ze (o1 +...+0,)(b;) € LY dlai € {1,...,n+1}. Istotnie, ustalmy i € {1,...,n+ 1} oraz
je{l,...,n}. Wowczas

oilor+ ...+ 0,)(bi)) =0j001(b;) +...+0j00,(b).
Poniewaz G jest grupa, wiec {o;001,...,0;00,} ={01,...,0,} 1 tym samym
0; 0 0'1([)1') + ...+ 0;0 Un(bz) =01+...+ Un)(bz)

Poniewaz oy(by) + 02(b1) + ... + 0,(b1) # 0, otrzymaliémy liniowa zalezno$¢ miedzy elementami
ai,. .., 0,11 0 wspétezynnikach z ciata LS. Wobec tego [L : L¢] < n = |G|. W szczegdlnosci [L : L] jest
skonczony.

Zatézmy teraz, ze [L : LY] < 4o00. Niech wy, ..., w, bedzie bazg rozszerzenia LY C L. Przyusémy, ze
istnieja parami rézne elementy o4, ..., 0,41 € G. Wowczas uktad rownan

o1(wi)zy + ... + o1 (wr)z41 =0,

O'l(wr)ilfl + ...+ O'r+1(wr)$r+1 =0

ma niezerowe rozwiazanie, gdyz réwnan jest w nim mniej niz niewiadomych. Ustalmy wiec niezerowe
rozwigzanie cq,...,c..1 € L. Wobec tego

oi(w)er + .4 o (i) =0,

or(wy)er + ..o+ oppr(wr) e = 0.

Ustalmy a € L. Niech ay, . ..,a, € LE beda takimi elementami, ze a = a;w; + ... + a,w,. Wobec tego

o1(a) = ajo(wy) + ...+ a.01(w,),
ory1(a) = aro,1(wr) + ..+ apor (),
skad
aoi(a)+ ...+ cr10041(a)
cr(aor(wy) + ...+ aror(w.)) + ...+ crpr(arorr(wr) + ..o+ aporr (wy))

= a(or(w)er + ..o+ o (wr)ersr) + o+ ap(or(wp)ey + o F o (W) erg)

= 04...+£0=0.
Wobec dowolnosci a € L, cio1 + ... + ¢410,.41 = 0, a wige, wobec twierdzenia Dedekinda o liniowej
niezaleznoéci automorfizméw, ¢; = ... = ¢4 = 0, co jest sprzecznodcig. Zatem [L : LY > |G|. W

szczegblnosci G jest skonczona. Laczac otrzymane rezultaty dostajemy teze. O
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Whniosek 13.6. Niech F' bedzie cialem, L rozszerzeniem skoriczonym ciala F'. Wowczas |G(L/F)| < +oo
oraz |G(L/F)||[L : F].

Dowdd. 7 definicji grupy Galois F ¢ LEE/F) ¢ L. Wobec tego [L : LE/F)] < 400 i wobec twierdzenia
Artina |G(L/F)| = [L : LCE/D|[L : F]. O

Whiosek 13.7. Niech L bedzie ciatem, niech G < AutL. Jezeli |G| < +o0, to G(L/LY) = G.

Dowéd. Oczywiscie G C G(L/LY). Wobec twierdzenia Artina i Wniosku 13.6 |G(L/LY)| < [L : LY]
|G-

Whiosek 13.8. Niech L bedzie cialem, niech G < AutL. Jezeli |G| < +oo, to L¢ = LEE/LY).

ol

13.3. Rozszerzenia Galois.

Definicja 13.4. Niech F' bedzie ciatem, L rozszerzeniem algebraicznym ciata F'. Rozszerzenie F' C L
nazywamy rozszerzeniem Galois, jezeli istnieje grupa G < AutL taka, ze F = LC.

Twierdzenie 13.3. Niech F' bedzie ciatem, L rozszerzeniem algebraicznym ciata F. Wowczas rozsze-
rzenie F' C L jest Galois wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozdzielcze i normalne.

Dowdd. (=) : Zatézmy, ze G < AutL jest taky grupa, ze F' = LY. Ustalmy a € L iniech f € F[x] bedzie
jej wielomianem minimalnym. Wystarczy pokazaé, ze f rozktada sie w L na rézne czynniki liniowe.
Dla 0 € G mamy f(o(a)) = o(f(a)) = c(0) = 0. Wobec tego o(a) jest pierwiastkiem f, a wiec zbidr
{o(a) : 0 € G} jest skoficzony. Niech zatem {c(a) : 0 € G} = {01(a),...,0.(a)}, gdzie o41,...,0, € G
sq parami rézne. Poniewaz o;(a), i € {1,...,r}, sa pierwiastkami f, wiec o(0;(a)) € {o1(a),...,0.(a)},

dla o € G. Niech
9(@) = (2 — o1(a)) - ..+ (& — 0,(a).
Wowczas

9(x) = (z —oi(a)) - ... - (x —ov(a)) = (x —o(01(a))) - ... - (x — o(0v(a))) = (0g)(2),
dla o inG, a wiec kazdy wspolezynnik g nalezy do LE = F. Zatem g € F|x]. Poniewaz pierwiastki g s
jednokrotne i kazdy z nich jest pierwiastkiem f, wiec g|f. Poniewaz f jest nierozkladalny, wiec f = cg,
dla ¢ € U(F). Tym samym f jest iloczynem réznych czynnikéw liniowych z L[z].

(<) : Zalézmy, ze F' C L jest rozdzielcze i normalne. Wéwcezas dla a € L i wielomianu minimalnego
f € Flz] tego elementu, f jest iloczynem réznych wielomianéw liniowych z L[x]. Pokazemy, ze zaden
element ze zbioru L\ F nie jest staly ze wzgledu na G(L/F).

Ustalmy a € L\ F. Niech f bedzie wielomianem minimalnym a. Wowczas deg f > 1, wiec istnieje
be L b# a,taki, ze f(b) = 0. Wobec Twierdzenia 10.2 istnieje F-izomorfizm ¢ : F(a) — F(b)
taki, ze ¢(a) = b. Z kolei wobec Lematu 12.1 istnieje F-izomorfizm 1 : F — F taki, ze V|p@) = ¢
Poniewaz rozszerzenie F' C L jest normalne, wiec (L) = L. Zatem v jest F-automorfizmem ciata L,
Y| € G(L/F) oraz ¢¥(a) = b # a.

Reasumujac, LEE/F) = F | czyli rozszerzenie F C L jest Galois. O

Whniosek 13.9. Niech F' bedzie ciatem, niech charF' = 0, niech F' C L bedzie rozszerzeniem algebraicz-
nym. Wowczas jest to rozszerzenie Galois wtedy @ tylko wtedy, gdy jest normalne.

Whniosek 13.10. Niech F' bedzie cialem, niech F' C L bedzie rozszerzeniem skoniczonym. Wowczas jest
to rozszerzenie Galois wtedy i tylko wtedy, gdy L jest ciatem rozkladu wielomianu rozdzielczego f € F|z].

Dowod. Wynika bezposrednio z Uwagi 12.5 i definicji rozszerzenia rozdzielczego. U
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Twierdzenie 13.4. Niech F' bedzie ciatem, niech {L; : i € I} bedzie rodzing rozszerzen Galois ciala F.
Wowczas rozszerzenie F' C (o, L jest Galois.

Dowod. Wynika bezposrednio z Twierdzenia 12.16. O

Whniosek 13.11. Niech F' bedzie ciatem, F C L rozszerzeniem ciata F'. Niech F C Ly C L, F C Ly C L
bedg rozszerzeniami Galois. Wowczas F' C LyLy jest Galois. Ponadto grupa Galois G(LiLs/F) jest
izomorficzna z podgrupg grupy G(Li/F) & G(Ly/F).

Dowod. Wobec Uwagi 12.7 i Wniosku 12.9 rozszerzenie F' C Ly Lo jest Galois. Dla dowodu drugiej tezy
zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : G(L1Ly/F) — G(L1/F) @& G(Ly/F) wzorem

¢(0> = (U|L17U|L2)'
Poniewaz rozszerzenia F' C Ly i F' C Ly sa normalne, wiec dla o € G(L1Ly/F) otrzymujemy o|r, (L) =
Ly oraz o|p,(Ly) = L, a wiec odwzorowanie ¢ jest dobrze okreslone. Oczywiscie ¢ jest homomorfizmem
grup. Ponadto
o€ kergb = 0—’L1 = idLl A 0—’L2 = idLQ = 0 = idLnga
wiec G(L1Ly/F) = ¢(G(L1 Lo/ F)) < G(L1/F) & G(Ly/F). O

Whniosek 13.12. Niech F' bedzie ciatem, F' C L rozszerzeniem ciata F'. Niech F C Ly C L, F C Ly C L
bedq skoriczonymi rozszerzeniami Galois, niech [Ly : F| = ry, [Ly : F| = rqy. Jezeli NW D(ry,r9) =1, to
G(L1L2/F) = G(L1/F) & G(L2/ F).

Dowdd. Wobec poprzedniego wniosku wystarczy pokazaé, ze |G(LiLo/F)| = |G(L1/F) & G(La
Poniewaz rozszerzenia F' C Ly, F C Ly i F C LiLy sa Galois, wiec |G(L1Ls/F)| = [L1Ls :
|G(L1/F)| = [Ly : F]1|G(Lg/F)| = [Ly : F]. Wobec Twierdzenia 11.2 [L1Ly : F| = [Ly : F] - [Ly :
Poniewaz |G(L,/F) ® G(Ly/F)| = |G(L1/F)| - |G(L2/ F)|, otrzymujemy teze.

/)]
F]?
]

Whniosek 13.13. Niech F' bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciata F'. Niech F° C M C L bedzie rozszerze-
niem Galois, niech F' C N C L bedzie dowolnym rozszerzeniem. Wowczas rozszerzenie FN C M N jest
Galois. Ponadto G(MN/FN) jest izomorficzna z podgrupg grupy G(M/F).

Dowéd. Wobec Uwagi 12.8 rozszerzenie FFN C MN jest normalne. Poniewaz kazdy element M jest
rozdzielczy nad F', wiec jest tez rozdzielczy nad F'N. Wobec tego rozszerzenie FIN C M N jest rozdzielcze.
Zatem FFN C MN jest Galois. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : G(MN/FN) — G(M/F) wzorem:

¢(0) = olu-
Poniewaz rozszerzenie F© C M jest normalne, wiec dla 0 € G(MN/FN) otrzymujemy ol (M) = M.
Oczywiscie jest F-automorfizmem. Zatem ¢ jest dobrze okreslone. Oczywiscie ¢ jest homomorfizmem
grup. Ponadto:
06ker¢<:>a|M:id(:>0MN:id@)a:idMN,

wiec G(MN/FN) = ¢(G(MN/FN)) < G(M/F). O
Wniosek 13.14. Niech F bedzie ciatem, niech F' C M C L i niech F' C L bedzie Galois. Wowczas
M C L jest rozszerzeniem Galois.

Dowod. Wynika bezposrednio z Twierdzenia 12.17. O

Twierdzenie 13.5. Niech F bedzie cialem, L rozszerzeniem algebraicznym ciata F. Wowczas jest to
rozszerzenie Galois wtedy i tylko wtedy, gdy F = LEW/F),
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Dowdd. (<) : oczywiste. (=) : Zatézmy, ze F = L% dla pewnej grupy G < AutL. Poniewaz dla
o € G zachodzi o|p = 0| = id, wiec G C G(L/F). Wobec tego L¢ D LEWE/F) - Ale oczywidcie tez
LY =F C LCWH) Zatem F = L¢ = LEWL/F), O
Whiosek 13.15. Niech F' bedzie ciatem, L rozszerzeniem skonczonym ciata F. Wowczas jest to rozsze-
rzenie Galois wtedy i tylko wtedy, gdy |G(L/F)| = [L : F].

Dowdd. Wobec twierdzenia Artina |G(L/F)| = [L : L®/P)]. Poniewaz L D LEE/F) 5 Fwiec |G(L/F)| =
[L: F] wtedy i tylko wtedy, gdy F' = LEF/F) Wobec powyzszego twierdzenia otrzymujemy teze. O

Whniosek 13.16. Niech F' bedzie cialem, niech F'° C M C L bedg rozszerzeniami skoriczonymi, niech
F C L bedzie rozszerzeniem Galois. Wowcezas [L 2 M) = |G(L/M)| oraz [M : F| = (G(L/F) : G(L/M)).

Dowdéd. Rozszerzenie M C L jest Galois, wiec wobec powyzszego wniosku [L : M| = |G(L/M)|. Ponadto:

L:F] _ |GL/F)| _
(L= M] "~ G(L/M)

(M :F| = (G(L/F) : G(L/M)).

i

Przyktady:

(1) Rozwazmy rozszerzenie R C C. Jest to rozszerzenie Galois. Istotnie, zdefiniujmy odwzorowanie

0 : C — C wzorem

o(z) ==
Oczywiscie 0 € G(C/R). Ponadto idc € G(C/R). Tym samym |G(C/R)| > 2. Z drugiej strony
|G(C/R)| < [C: R] =2, zatem |G(C/R)| =[C:R] iR C C jest rozszerzeniem Galois.

(2) Rozwazmy rozszerzenie F' C L, gdzie F' jest dowolnym ciatem takim, ze charF' # 2 oraz [L : F| =
2. Jest to rozszerzenie Galois. Istotnie, poniewaz [L : F] = 2, wiec dla a € L\ F otrzymujemy
[F(a) : F|] = 2. Wobec tego, jesli f jest wielomianem minimalnym a, to deg f = 2. Poniewaz
charF' # 2, wigc [’ # 0, a zatem f jest rozdzielczy. Tym samym f(z) = (x — a)(x — b), gdzie
a # b. Skoro f(z) € Flz] C L[z] oraz x — a € L], to réwniez x — b € Lx], a wiec b € L.
Tym samym F(b) = L = F(a), istnieje wigc F-izomorfizm ¢ : F(a) — F(b) taki, ze ¢(a) = b.
Oczywiscie ¢ € G(L/F) i skoro a # b, wiec ¢ # idy,. Tym samym |G(L/F)| > 2. Z drugiej strony
\G(L/F)| < [L/F] =2, zatem |G(L/F)| =[L: F]iF C L jest rozszerzeniem Galois.

(3) Rozwazmy rozszerzenie Q C Q(3/2). Nie jest to rozszerzenie Galois. Istotnie

2
—1+12v2 —1+12v2
3,2 <—+2M ) %
sa wszystkimi pierwiastkami wielomianu f(z) = 2° — 2 € Q[z]. Spoéréd nich tylko v/2 € R, a
zatem Q(v/2) C R. Przy dowolnym o € G(Q(+/2)/Q) liczba v/2 musi przejéé na pierwiastek f(z)
lezacy w Q(v/2), czyli na v/2. Poniewaz kazdy element a € Q(v/2) jest postaci a = g(v/2), dla
g € Qlz], wiee
o(a) = a(9(V2)) = g(a(V2)) = g(V2) = a.
Zatem o = id, skad |G(Q(2)/Q)] = 1 < 3 = [Q(Y2) : Q.

Uwaga 13.3. Niech F' bedzie ciatem, niech F' C M bedzie rozszerzeniem rozdzielczym. Domkniecie
normalne F C M C L rozszerzenia F' C M jest rozszerzeniem Galois.
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Dowoéd. Wobec Uwagi 12.6 rozszerzenie F' C L jest rozdzielcze. Oczywiscie jest tez normalne, a wiec jest
to rozszerzenie Galois. O

Definicja 13.5. Niech F' bedzie ciatem, niech F' C M bedzie rozszerzeniem rozdzielczym. Najmniejsze
rozszerzenie M C L takie, ze F' C L jest normalne nazywamy domknieciem Galois rozszerzenia
FcM.

Uwaga 13.4. Niech F' bedzie cialem, niech F' C L bedzie rozszerzeniem algebraicznym. Wowczas
G(L/Fs(L)) = {id.} oraz G(L/F) jest izomorficzna z podgrupg grupy G(Fs(L)/F).
Dowdd. Pokazemy najpierw, ze G(L/Fg(L)) = {idL}. Teza ta jest oczywista, jezeli charF' = 0. Zat6zmy
wigce, ze charF = p i ustalmy o € G(L/Fs(L)) oraz a € L\ Fs(L). Wobec Wniosku 12.5 dla pewnego
n € N a”" € Fs(L). Wowezas a?”" = o(a?") = (o(a))?", czyli (o(a) — a)?" = 0, skad o(a) = a. Zatem
g = ZdL

Pokazemy, ze G(L/F') jest izomorficzna z podgrupa grupy G(Fs(L)/F). Zdefiniujmy w tym celu
odwzorowanie ¢ : G(L/F) — G(Fs(L)/F) wzorem

¢(0) = olrgw)-
Oczywiscie dla a € Fg(L) oraz 0 € G(L/F) otrzymujemy o(a) € Fs(L), wiec ¢ jest dobrze okreslone.
Oczywiscie ¢ jest homomorfizmem grup. Ponadto
S kergb <~ 0’|FS(L) = ZdFS(L) =0 c G(L/FS(L)) = {ZdL},

awiec G(L/F) = ¢(G(L/F)) < G(Fs(L)/F). O



