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12. WYKEAD 12: ALGEBRAICZNE DOMKNIECIE CIALA. WIELOKROTNE PIERWIASTKI
WIELOMIANOW. ROZNICZKOWANIE WIELOMIANOW. ELEMENTY ROZDZIELCZE. ROZSZERZENIA
ROZDZIELCZE I POJEDYNCZE. ROZSZERZENIA NORMALNE.

12.1. Algebraiczne domkniecie ciala.

Twierdzenie 12.1. Niech F' bedzie ciatem. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) F jest algebraicznie domkniete,
(2) jezeli L jest ciatem i rozszerzenie F' C L jest skonczone, to F' = L,
(3) jezeli L jest ciatem i rozszerzenie F' C L jest algebraiczne, to F' = L.

Dowdéd. (1) = (3) : Zatézmy, ze F jest algebraicznie domkniete i F' C L jest rozszerzeniem algebraicz-
nym. Niech o € L. Wéwezas « jest algebraiczne nad F. Niech f € F[x] bedzie wielomianem minimalnym
elementu a. Wéwczas f jest nierozktadalny w Flz|, a wiec liniowy. Zatem a € F.

(3) = (2) : Kazde rozszerzenie skonczone jest algebraiczne.

(2) = (1) : Niech f € F[x] i niech L bedzie ciatlem, w ktérym f ma pierwiastek, przy czym F C L.
Niech v € L bedzie pierwiastkiem wielomianu f. Wéwczas « jest algebraiczny nad F. Zatem F' C F(«)
jest skonczone, a wiec F(a) = F i« € F. O
Definicja 12.1. Niech F bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciata F'. JeZeli

(1) L jest ciatem algebraicznie domknigtym,
(2) F C L jest rozszerzeniem algebraicznym,

to L nazywamy algebraicznym domknieciem ciala F i oznaczamy F.

Przyktad:

(1) Rozwazmy cialo R. Wéwczas C jest algebraicznym domknieciem ciata R.

Twierdzenie 12.2. Niech F' bedzie ciatem, L rozszerzeniem ciala F', niech ponadto L bedzie cialem
algebraicznie domknietym. Wowczas Fy,(L) jest algebraicznym domknieciem ciala F.

Dowdéd. Niech f € Fu,(L)[x]. Wowczas réwniez f € Liz], wiec f ma pierwiastek a € L. Wobec tego a
jest algebraiczny nad ciatem Fy;, (L), wigc rozszerzenie Fy,(L) C Fyuy(L)(a) jest algebraiczne. Ponadto
F C Fu4(L) jest algebraiczne, wiec F' C Fyy(L)(cv) jest algebraiczne. Zatem « jest algebraiczny nad F,
a wiec o € Fyy(L). O

Whiosek 12.1. Niech F bedzie ciatem. Wowczas istnieje algebraiczne domkniecie F ciala F.

Dowdd. Wobec Twierdzenia 10.6 istnieje cialo algebraicznie domknigte L takie, ze F' C L. Z kolei wobec
Twierdzenia 12.2 F' = Fy,(L). O

Twierdzenie 12.3. Niech F' bedzie ciatem, niech Ly, Ly bedg algebraicznymi domknieciamsi ciata F.
Wowczas istnieje F izomorfizm ¢ : Ly — Lo.

Dowd6d poprzedzimy dwoma lematami:

Lemat 12.1. Niech F, F1, Fy bedg ciatami @ niech F C Fy C Fy bedg rozszerzeniami algebraicznymi.
Niech ¢y : Fy — F bedzie F-zanurzeniem. Wowczas istnieje zanurzenie ¢ = Fo — F takie, zZe ¢o|p, = ¢1.

Dowdd. Niech
R = {(L,9) : L jest ciatem, F; C L C Fy,¢: L — F jest F-zanurzeniem, ¢|r, = ¢1}.
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W rodzinie R definiujemy relacje < wzorem:
(L, ) < (L', ¢") wtedy i tylko wtedy, gdy L C L' oraz ¢'|;, = ¢.

Bez trudu sprawdzamy, ze jest to relacja czesciowego porzadku. Ponadto (Fi,¢1) € R, a wiec R # ().
Latwo jest rowniez sprawdzi¢, ze kazdy tancuch w rodzinie R ma ograniczenie gérne. Wobec lematu
Kuratowskiego-Zorna w rodzinie R istnieje element maksymalny (Lo, ¢g). Pokazemy, ze Fy = Ly.
Przypusémy, ze Fy # Lo. Wowczas istnieje element a € Fy \ Lg. Poniewaz rozszerzenie F' C Fy jest
algebraiczne, wiec a jest algebraiczny nad F', a tym samym jest tez algebraiczny nad Lg. Niech f € Lo[x]
bedzie wielomianem minimalnym elementu a. Niech ponadto ¢y : Lo[z] — F[x] bedzie przedtuzeniem

zanurzenia ¢o : L — F na pierécien wielomiandw. Wowczas wielomian ¢g(f) jest nierozktadalny w pier-

Scieniu ¢o(Lo)[z], jako obraz elementu nierozktadalnego. Poniewaz cialo I jest algebraicznie domknigte,
wiec wielomian ¢o(f) ma pierwiastek b € F. Wobec Twierdzenia 10.2 istnieje przedtuzenie izomorfizmu

¢o : Ly — ¢o(Lo) do zanurzenia ¢ : Lo(a) — ¢o(Lo)(b) C F. Wowezas (Lo, ¢o) < (Lo(a), ¢}) oraz
Lo € Lo(a), wiec element (Lg, ¢g) nie moze by¢ maksymalny w rodzinie R, co daje sprzecznosé. O

Lemat 12.2. Niech F' bedzie cialem, L rozszerzeniem algebraicznym ciala F'. Wowczas istnieje F'-
zanurzenie ¢ : L — F.

Dowod. W poprzednim lemacie wystarczy przyja¢ Fy = L, Iy = F oraz ¢; = idp. O
Przechodzimy do dowodu Twierdzenia 12.3:

Dowéd. Wobec poprzedniego lematu istnieje F-zanurzenie ¢ : L1 — Ly. Cialo ¢(Lq) jest algebraicznie
domkniete. Ponadto rozszerzenie ¢(L1) C Lo jest algebraiczne, a wiec ¢(L;) = Lo. O

12.2. Wielokrotne pierwiastki wielomianéw. Rézniczkowanie wielomianéw.

Definicja 12.2. Niech F bedzie ciatem. Wielomian f € F|x] nazywamy rozdzielczym, gdy w kazdym
rozszerzeniu L ciata F' ma on wylgcznie pierwiastki jednokrotne.

Twierdzenie 12.4 (o wzorach Viete'y??). Niech R bedzie pierscieniem catkowitym, niech f(z) = x™ +
Un 12" '+, Ha1x+ag € R[] bedzie wielomianem unormowanym. Niech xy, . .., x, € R bedg wszystkimi
(vwzgledniajgce krotnosci) pierwiastkami f w pierscieniu R. Wéwczas:

Ap—1 — —(x1++l'n),
D1 yeenyle

ag = (=1)"x1-... zy,.
Dowdd. Dowdd otrzymujemy poréwnujac wspotezynniki przy kolejnych potegach x’a w rownosci:

"+ a, 7" e tag= (v —2p) (= 2g) . (0 —1y,).

22F . Viete (1540-1603) — matematyk i prawnik francuski.
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Definicja 12.3. Niech R bedzie pierscieniem, niech f(x) = ap,a™ + ap_12™ ' + ... + a17 + ay € R|x]
bedzie wielomianem. Wielomian
f'(x) = na, 2" '+ (n — Dap_12" 2+ ... + 2a92 + a; € R|7]

nazywamy pochodna wiclomianu f. Wielomian f*(z) = f/(f*(x)), gdzie fO(z) = f'(z), nazywa-
my k-ta pochodng wielomianu f.

Definicja 12.4. Niech R bedzie pierscieniem, niech fi, fo,. .., fn € Rlz]. Wielomian

hi f2 fs o a
b /3 fa o
det : : . - .
n—1 n—1 n—1 n—1
(o0 g gm0 e
nazywamy wronskianem?®® wielomianéw f1, fa, ..., fn € Rlz].

Uwaga 12.1. Niech R bedzie pierscieniem, niech f,g € R[x], niech a € R. Wowczas:
(1) (f+9) =1"+4,

(2) (af) = af,

(3) (f9) =9+ /fd,

4) (f") =nfr=tf.

Proste dowody pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 12.5 (wzér Leibniza). Niech R bedzie pierscieniem, niech f,g € Rlx]. Wowczas

k
(fo)® =>" (l:) FEDg0,

i=0
Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 12.6 (wzér Maclaurina). Niech R bedzie pierscieniem, niech f € R[z|. Wowczas

r@ =5+ L0 L0y L0,

gdzie n = deg f.
Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 12.7 (wzér Taylora). Niech R bedzie pierscieniem, niech f € R[z], ¢ € R. Wowczas

LG

flx+c¢)=flc)+ T o ] ;

gdzie n = deg f.
Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 12.8. Niech R bedzie pierscieniem, niech f € Rlx|, a € R. Wowczas
a jest pierwiastkiem k-krotnym f wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) = f'(a) = ... = f*V(a) =0,
f®(a) #0.

237, Hoene-Wronski (1776-1853) — matematyk, filozof, fizyk, prawnik i ekonomista polski, autor prac z zakresu analizy
zespolonej.
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Dowdéd. (=) : Zalézmy, ze a jest k-krotnym pierwiastkiem f. Wobec tego istnieje wielomian g € R[z]
taki, ze
f(a) = (z — a)*g(x) oraz g(a) # 0.
Tym samym
f'(@) = (& = a)* kg(2) + (x — )¢ (x)] = (z — a)* 'h(2),
gdzie h(a) # 0. Jezeli k — 1 > 0, to
f'(@) = (z = a)* 7 (2),
gdzie hq(a) # 0. Postepujac indukcyjnie po k — 1 krokach otrzymujemy
fED(2) = (2 — a)hp_so(x) oraz hy_s(x) # 0,
fB@) = hs(a) + (@ = a)hj_y(@),

a wiec f*)(a) # 0 oraz f(a) = f'(a) = ... = f*V(a) =0, f®(a) #0.
(<) : Zatézmy, ze f(a) = f'(a) = ... = f&(a) = 0, f¥(a) # 0. Niech [ bedzie krotnoscia
pierwiastka a. Gdyby | < klub [ > k, to otrzymujemy sprzecznos¢ z udowodniong juz czescig twierdzenia.

Il
Whniosek 12.2. Niech F' bedzie ciatem, niech f € Flx] i niech g ~ NWD(f, f'). Wéwczas jesli a € F

jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu f, to a jest tez pierwiastkiem wielomianu g.
Dowdéd. Zatézmy, ze g(x) ~ NWD(f(z), f'(x)). Wowczas istnieja wielomiany u,v € F[z] takie, ze

uf +vf =g.
Wobec Twierdzenia 12.8 f(a) = 0 oraz f’(a) = 0, a zatem g(a) = 0. O

Whniosek 12.3. Niech F bedzie cialem, niech f € Flx|. Wéwczas kazdy pierwiastek f (w dowolnym
ciele) jest jednokrotny wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(f, f') ~ 1.

Dowdd. (<) : Przypu$émy, ze a € F jest pierwiastkiem wielokrotnym. Wobec Twierdzenia 12.8 f(a) =0
oraz f'(a) = 0, a zatem = — a|f(z) oraz x — a|f'(z), co daje sprzecznos¢.

(=) : Przypusémy, ze NWD(f, f') ~ g # 1. Woéwczas degg > 0 oraz istnieje element a € F taki,
ze g(a) = 0. Zatem f(a) = 0 oraz f'(a) = 0, wiec a jest pierwiastkiem wielokrotnym f, co znéw daje
sprzecznosc. O

Whiosek 12.4. Niech F' bedzie cialem, niech f € Fx], niech ponadto charF' = 0. Wéwczas jeZeli | jest
nierozktadalny w F[x], to ma wylgcznie pierwiastki jednokrotne (w dowolnym ciele).

Dowdd. Niech f(z) = apaz™ + ap_12" ' + ... + a1x + a9 € Flz], gdzie a, # 0. Wowczas f'(z) =
na, "t + (n — Da,_12" % + ... + 2a2z + a; # 0. Ponadto deg f' = n — 1, wiec f 1 f'. Poniewaz f jest
nierozktadalny, wiec NW D(f, f') ~ 1 i wobec udowodnionego powyzej wniosku kazdy pierwiastek f w
dowolnym ciele jest jednokrotny. O

12.3. Elementy rozdzielcze.

Definicja 12.5. Niech F bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciala F, niech o € L bedzie
elementem algebraicznym nad F. Element ten nazywamy rozdzielczym nad F', gdy jego wielomian
manimalny jest rozdzielczy.

Przyktady:
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(1) Rozwazmy ciato Q i jego rozszerzenie C oraz element /2 € C. Wéwczas v/2 jest rozdzielezy nad
Q.
Uwaga 12.2. Niech F bedzie cialem, niech f € F[x].
(1) Jezeli charF' =0, to f' =0 wtedy i tylko wtedy, gdy deg f = 0.
(2) Jezeli charF = p, to f' =0 wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) = g(xP) dla pewnego g € F[x].

Dowdd. (1) (<) : oczywiste. (=) : Niech f(z) = ap2™ + ap_ 12" + ...+ ayx + ag. Wowezas f'(z) =
na,x" ! 4 (n— l)an_lm”_z + ... 4 2a9x + a;. Poniewaz f' = 0, wiec na,, = ... = 2a, = a; = 0.
Skoro charF' = 0, oznacza to, ze a, = ... = a; = 0.
(2) (<) : Jezeli f(x) = g(2P) oraz charF = p, to woéwczas:

f'(x) = (g(a?)) = g'(a?)pa?~" = 0.

(=) : Niech f(z) = a,2" + ap_ 12" ' + ... + a1z + ag. Wowcezas f'(x) = na,z" ' + (n —
1)an,1x”_2 +...42asx + ay. Poniewaz f' = 0, wiec na,, = ... = 2ay = a; = 0. Skoro charF’ = p,
wiec a; =0dlaptyj, j€{l,...,n}. Zatem f(z) = ap + apa® + agyx® + ... = g(aP).

O

Twierdzenie 12.9. Niech F bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciata F', niech o € L bedzie
elementem algebraicznym nad F.

(1) Jezeli charF = 0, to « jest rozdzielczy.
(2) Jezeli charF = p, to « jest rozdzielczy wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian minimalny elementu o
nie jest postaci f(x) = g(«P) dla pewnego g € F|z].

Dowdd. Niech f € F[x] bedzie wielomianem minimalnym elementu «. Poniewaz deg [’ < deg f, wiec
NWD(f, ') = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy f' = 0. Wobec Wniosku 12.3 « nie jest rozdzielczy wtedy i
tylko wtedy, gdy f' = 0 i wobec uwagi poprzedzajacej twierdzenie otrzymujemy teze. U

Whniosek 12.5. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciata F, miech o € L bedzie
elementem algebraicznym nad F. Jezeli charF = p, to istnieje n € N takie, ze o jest rozdzielczy.

Dowdd. Niech f € Flz] bedzie wielomianem minimalnym elementu «. Niech ponadto n = max{k €
N : p* jest dzielnikiem wszystkich stopni jednomianéw w f}. Wéwcezas f(z) = g(aP") oraz nie kazdy
jednomian w ¢ ma stopien podzielny przez p. Zatem ¢’ #Z 0. Ponadto, skoro f jest nierozktadalny, to g
jest rozktadalny. Dalej, g(a?") = f(a) = 0. Zatem o?" jest rozdzielczy nad F'. O

Twierdzenie 12.10. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciata F', niech o € L bedzie
elementem algebraicznym nad F. JeZeli charF' = p, to « jest rozdzielczy wtedy i tylko wtedy, gdy F(«a) =
F(aP).

Dowdd. (=) : Niech f(z) = a,z" +a, 12" ' +... 4 a1 + ap bedzie wielomianem minimalnym elementu
a. Poniewaz « jest rozdzielezy, wige f’ # 0. Pokazemy, ze wielomian f,(z) = af + ajz + ... + abx™ jest
nierozktadalny i f) # 0.

Istotnie, poniewaz f’ # 0, wiec istnieje jednomian a,z” w f(x) taki, ze p  r. Wobec tego jednomian
a?x” w f,(z) jest stopnia r, a zatem f; # 0. Przypusémy, ze istnieje g € F[x] taki, ze g|f, oraz degg > 1.
Wowezas g(aP)|f,(aP) = af + alaP + ... + alx"™ = (ap + a1z + ... + a,2™)? = [f(z)]P. Poniewaz f jest
nierozktadalny, wiec g(z?) = (f(x))™, 1 < m < p. Zatem 0 = ¢'(2P)pzP~" = m[f(z)]™ ' f'(z), skad
f' =0, co daje sprzeczno$é.

Zauwazmy, ze ponadto f,(a?) = ah + dla? + ...+ aka™ = [f(a)]? = 0. Poniewaz deg f = deg f, = n,
wiec [F(a) : F] = [F(a®) : F] = n. Skoro F(a?) C F(«a), wiec F(a) = F(a?).
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(<) : Zalézmy, ze a nie jest rozdzielczy nad F. Woéwczas jego wielomian minimalny jest postaci
f(x) = g(xP). Poniewaz f jest nierozktadalny, wiec g jest nierozktadalny. Ponadto deg f = pdegg > degg
oraz g(a?) = f(a) = 0. Zatem [F(a) : F] = deg f > degg = [F(a?) : F|. Skoro F(a?) C F(«), wiec
F(o?) ¢ F(a). O

12.4. Rozszerzenia rozdzielcze i pojedyncze.

Definicja 12.6. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciata F'. Rozszerzenie to nazywamy
rozdzielczym, gdy kazdy element o € L jest rozdzielczy nad F'. Rozszerzenie nazywamy pojedynczym,
gdy istnieje element o € L taki, Ze L = F(«).

Twierdzenie 12.11. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciata F', niech oy, ..., ap € L
bedq rozdzielcze. Wowczas rozszerzenie F C F(ay, ..., ay) jest rozdzielcze.

Dowodd twierdzenia poprzedzimy dwoma lematami.

Lemat 12.3. Niech F bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciala F', niech elementy o, ..., an € L
bedg rozdzielcze. Jezeli charF = p, to wowezas F(ay,...,a,) = F(af,... ab).

Dowdéd. Wobec Twierdzenia 12.10 F(«o;) = F(af), dlai € {1,...,n}. Wobec tego
Flon, . om) = Flax)F(as) ... Flaw) = F(al)F(of) .. F(a2) = F(al 0., b).
U

Lemat 12.4. Niech F bedzie ciatem, niech L bedzie skonczonym rozszerzeniem ciata F'. Jezeli charF = p,
to rozszerzenie F C L jest rozdzielcze wtedy i tylko wtedy, gdy FLP = L**.

Dowdéd. (=) : Ustalmy a € L. Poniewaz a jest rozdzielczy, wigc F(a) = F'(aP). Poniewaz F(a?) C FLP,
wiec a € FLP, zatem L C FLP. Oczywiscie zawsze F'LP C L.
(<) : Zdefiniujmy odwzorowanie ® : L — LP wzorem ®(a) = a?. Oczywiscie ® jest izomorfizmem.

Wobec tego dla b € L mamy [®(L) : ®(F(b))] = [L : F(b)] < co. Wobec Twierdzenia 11.10 [F®(L) :
FOF(b))] < [®(L) : B(F(b))] < oco. Ponadto FO(L) = FLP = L oraz FO(F (b)) = FEP(P) = F(bP).
Wobec tego [L : F(0P)] < [L: F(b)] < co. Zatem

[L: F()] = [L: F(O)] - [F(b) : F(O")] = [L - F(b")] - [F(b) : F(b")].
Stad [F(b) : F(b?) = 1], czyli F(b) = F(b). Zatem b € L jest rozdzielczy i rozszerzenie F' C L jest
rozdzielcze. g

Przechodzimy do dowodu Twierdzenia 12.11:

Dowdéd. Zatézmy, ze charF' = 0. Teza wynika z Twierdzen 11.8 1 12.9. Zatézmy, ze charF' = p. Poniewaz
aq,...,a, € L sa algebraiczne, wiec wobec Twierdzenia 11.8 [F(ay,...,a,) : F] < oco. Dalej, wobec
pierwszego lematu:

FlF(aq,...,a,)]P = FFP(af,....al) = F(d],...,a?) = Flay,...,ay),
a wobec drugiego lematu rozszerzenie F' C F(ay, ..., ;) jest rozdzielcze. O

Twierdzenie 12.12 (Abela o elemencie pierwotnym). Niech F' bedzie cialem, niech L bedzie rozszerze-
niem ciata F', niech oy, ..., a, € L bedg rozdzielcze. Wowczas istnieje taki element rozdzielczy o € L,
ze F(a) = F(ag, ..., o).

24Py ypomnijmy, ze potega ciala L zdefiniowana jest LP = ®(L), gdzie ® : L — L dane jest wzorem ®(a) = aP
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Dowéd. Dowdd prowadzimy indukeyjnie wzgledem n. Niech n = 2. Zat6zmy, ze |F'| < co. Wobec Twier-
dzenia 11.8 rozszerzenie F' C F(ay, ) jest skoficzone, a wigc |F(ay, )| < oo. Niech |F(ay,an)| =
p", gdzie p = charF'. Poniewaz grupa multyplikatywna ciata skoficzonego jest cykliczna, wiec (o) =
F(ai,a9)*, dla pewnego a € F(ay,as)*. Oczywiscie F(ag,az) = F(«) i skoro |F(ag, )| = p" — 1,
wigc o' 7! = 1. Tym samym « jest pierwiastkiem wielomianu f(z) = 2?"~!' — 1 € F[z]. Bez trudu
sprawdzamy, ze NWD(f, f') ~ 1, a wiec f nie ma pierwiastkéw wielokrotnych, czyli «v jest rozdzielczy.

Zalézmy, teraz, ze |F| = co. Niech f € F[z] bedzie wielomianem minimalnym a4, za$ g € F[z] wielo-
mianem minimalnym «s. Poniewaz o, o sg rozdzielcze, wiec f i g nie majg pierwiastkéw wielokrotnych.
Niech ay,ay,...,a, € L beda pierwiastkami f, a ag, by, ..., b, € L pierwiastkami g. Poniewaz |F| = oo,
wigc istnieje element 6 € F' taki, ze

ay +0as # a; +0b;, dlat € {2,...,n},j€{2,...,m},

czyli taki, ze

a; — o

5 # dlai € {2,...,n},5€{2,...,m}.

Pokazemy, ze F(a1, ) = F(ay + dag). Oczywiscie F(aq,az) D F(ag + dag), poniewaz aq + dag €
F(ay,aq). Niech h(z) = f(aqg + dag — dx) € F(ay + 0ag)[z]. Oczywiscie h(as) = f(a1) = 0. Ponadto
h(b;) #0dlaj € {2,...,m}; istotnie, gdyby h(b;) = 0, dla pewnego j € {2,...,m}, to f(an+day—db;) =
h(b;) = 0, czyli a; + day — 0b; = a; dla pewnego ¢ € {2,...,n}, ale wtedy a; + das = a; + 6b;, co jest
sprzecznoscia. Zatem ay jest jedynym wspolnym pierwiastkiem h i g. Wobce tego NW D(g(z), h(x)) ~
r — ag. Poniewaz g(z),h(z) € F(ay + dag)[z], wiec x — ag € F(ay + dan)|x], skad w szczegdlnosci
ag € F(ag + daz). Ponadto oy = o + dag — dag € F(ag + da), czyli F(aq, an) C F(ag + dag).

Pozostaje wykazac, ze ay + day jest rozdzielezy nad F. Oczywiscie oy + dap jest algebraiczny. Jezeli
charF' = 0, to teza wynika z Twierdzenia 12.9. Zatézmy wiec, ze charF' = p. Wobec Twierdzenia 12.10
F(ay) = F(d)) oraz F(ag) = F(ah). Tym samym F(ay,ay) = F(af, ab). Poniewaz a; € F(ag + daz),
wiec

Olg—bj’

a; =do+di(a; + dag) + ...+ d. (a1 + daa)",
dla pewnych dy,dq,...,d, € F. Stad
of =df +di(ag + da)? + ...+ dB(ay + dan)'? € Fag + day).

Analogicznie o) € F (a4 daw). Zatem F(aq + dan) = F(ay,a0) = F(od,ab) C F((a1 + das)?). Ponadto
F((an + dan)?) C F(ay + da), wiec wobec Twierdzenia 12.10 element ay + dag jest rozdzielezy. Dowdd
dla wyzszych n prowadzimy analogicznie. O

Whniosek 12.6. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciala F', niech oy, ..., o, € L bedg
algebraiczne. Jezeli charF = 0, to istnieje taki element algebraiczny o € L, ze F(a) = F(a, ..., ap).

Whniosek 12.7. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem rozdzielczym i skonczonym ciata
F. Wéwczas istnieje taki element o € L, Ze L = F(a).

Uwaga 12.3. Niech F bedzie cialem, niech L = F(«a) bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciala F.
Wowczas jest to rozszerzenie skornczone.

Powyzsza uwaga oznacza, ze rozszerzenie pojedyncze i algebraiczne jest skonczone oraz, na odwrot,
rozszerzenie skonczone i rozdzielcze jest pojedyncze.

Whniosek 12.8. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem skonczonym ciata F'. Jezeli charF' =
0, to istnieje taki element o € L, ze L = F(«).
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Powyzszy wniosek oznacza, ze w zakresie cial o charakterystyce zero rozszerzenia algebraiczne skon-
czone i algebraiczne pojedyncze to to samo.

Uwaga 12.4. Niech F' bedzie cialem, niech L bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciata F. Zbior
Fs(L) ={a € L : a jest rozdzielczy}
jest ciatem i Fg(L) jest rozszerzeniem rozdzielczym ciala F.

Dowéd. Ustalmy a,b € Fs(L). Wobec Twierdzenia 12.11, F(a,b) C Fs(L). Wobec tego a+b, ab, —a,a™" €
Fs(L). 0

Whniosek 12.9. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciata F'. Niech ponadto rozszerzenia
FCLy CLorazF C Ly CL bedg rozdzielcze. Wowczas rozszerzenie Ly Lo ciata F' jest rozdzielcze.

Dowdd. Wobec powyzszej uwagi, Ly, Ly C Fg(L). W szczegélnosci Ly Ly C Fs(L). O

Definicja 12.7. Niech I bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciata F. Clalo Fs(L) nazywamy
domknieciem rozdzielczym ciala F' w L, a cialo Fs(F') domknieciem rozdzielczym ciata F'.

Twierdzenie 12.13. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem rozdzielczym ciata F', a M
rozszerzeniem rozdzielczym ciata L. Wowczas M jest rozszerzeniem rozdzielczym ciata F'.

Dowdéd. Teza wynika z Twierdzenia 12.11 w przypadku, gdy charF' = 0. Zat6zmy, ze charF' = p i ustalmy
a € M. Wobec Twierdzenia 11.11 a jest algebraiczny nad F'. Wobec Wniosku 12.5 istnieje n € N takie,
ze aP” jest rozdzielezy. Pokazemy, ze rozszerzenie F' C L(aP") jest rozdzielcze.

Oczywidcie rozszerzenie F' C L(aP") jest algebraiczne. Ustalmy b € L(a?"). Wowczas b = by + bia?" +

.. +bpa?"™, dla pewnych by, . . ., b, € L. Poniewaz elementy by, . .., b,,,a?" sg rozdzielcze, sg elementami
ciala Fs(M), wiec w szczegdlnosci b jest rozdzielezy.
Poniewaz a, a?, aPQ, ...,aP" sy rozdzielcze nad L, wiec wobec Twierdzenia 12.10:
L(a) = L(a?), L(a?) = L(a”), ..., L(a”"" ") = L(a"").
Zatem L(a) = L(a?"), skad L(a) = L(a?") D F jest rozdzielcze. Zatem a jest rozdzielczy. O

12.5. Rozszerzenia normalne.

Twierdzenie 12.14. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciata F. Na-
stepujgce warunki sg rownowazne:

(1) istnieje rodzina wielomianow F C F[z| taka, Ze L = F(A), gdzie
A={acF:3f € F[f(a) =0]};
(2) jezeli wielomian nierozkladalny g € F[x] ma pierwiastek w ciele L, to g rozktada si¢ w L{z] na
czynniki lintowe; o
(3) jezelia € L oraz ¢ : F(a) — F jest F-wlozeniem, to ¢(F(
(4) jezeli FC M C Li¢: M — F jest F-wlozeniem, to ¢(M
(5) jezeli ¢ : L — F jest F-wlozeniem, to ¢(L) = L.

Dowdéd. (1) = (5) : Zatézmy, ze F C Flz], A= {a € F :3f € F[f(a) =0]}, L = F(A). Ustalmy f € Fi
niech a € A bedzie pierwiastkiem wielomianu f. Ustalmy F-wlozenie ¢ : L — F. Poniewaz f(a) = 0, wiec
06(f(a)) = F(6(a)), a zatem o(a) € A. Stad 6(A) = A, wiee §(L) = 3(F(4)) = F(p(A)) = F(4) = L.
(5) = (4) : Ustalmy F' € M C L oraz F-wlozenie ¢ : M — F. Wobec Lematu 12.1 istnieje
przedtuzenie ¢ : L — F wlozenia ¢. Wowczas ¥(L) = L i skoro ¢p(M) C (L), wiec ¢(M) C L.

a)) C L;
)

CL;
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(4) = (3) : oczywiste.

(3) = (2) : Ustalmy wielomian nierozktadalny g € F[z]. Niech o, € L oraz ay € F beda pierwiastkami
g. Oczywiscie F' C F(ay) C L. Wobec Twierdzenia 10.2 istnieje F-izomorfizm ¢ : F(ay) — F(ag).
Wowezas ¢p(F (1)) = F(ag) C L, a zatem oy € L. Wobec dowolnosci wyboru s otrzymujemy teze.

(2) = (1) : Dla @ € L niech g, € Flx] bedzie wielomianem minimalnym a. Poniewaz wszystkie

pierwiastki g, naleza do L, wigc cialo rozkladu wielomianu g, zawarte jest w L dla a € L. Jezeli wigc
F={gn€Flz]:acL}iA={a€ F:3g € Flgla) =0]}, to L = F(A). O

Definicja 12.8. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciata F. Jezeli
spetniony jest jeden z rownowaznych warunkow poprzedniego twierdzenia, to rozszerzenie to nazywamy
normalnym.

Uwaga 12.5. Niech F' bedzie cialem, niech L bedzie rozszerzeniem skonczonym ciata F'. Wowczas

F C L jest normalne wtedy i tylko wtedy, gdy L jest cialem rozkladu pewnego wielomianu f € F|[x].

Dowéd. (<) : oczywiste. (=) : Zalézmy, ze F C Flz], A = {a € F : 3f € Flf(a) = 0]}, L =
F(A). Poniewaz rozszerzenie F' C L jest skonczone, wigc istnieja elementy ay,...,a, € A takie, ze
L = F(ay,...,a,). Niech f; € F[z] bedzie wielomianem minimalnym elementu a; dla i € {1,...,n}.
Niech f = fi-...- fu € Flx] i niech M bedzie cialem rozkladu f. Wowczas cialo rozktadu kazdego z f;
jest zawarte w M, wiec M C L. Ponadto, skoro L = F(ay,...,a,), to L C M. Zatem L = M. O

Twierdzenie 12.15. Niech F' bedzie ciatem, niech M bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciata F.
Wowczas istnieje rozszerzenie L ciata M takie, Ze rozszerzenie F' C L jest normalne.

Dowéd. Dla a € M niech f, € F[z] oznacza wielomian minimalny elementu a. Ktadac F = {f, € Flz] :
aeM}, A={ac F:3f € F[f(a) =0]} i L = F(A) otrzymujemy tezg. O

Twierdzenie 12.16. Niech F bedzie cialem, niech {L; : 1 € 1} bedzie rodzing rozszerzen normalnych
ciata F'. Wowczas rozszerzenie F' C (o, Li jest normalne.

Dowdéd. Ustalmy wielomian nierozkltadalny f € F[x]iniech o € ()., L; bedzie pierwiastkiem wielomianu
f. Wowcezas a € L; dlat € I. Poniewaz L; O F' sa rozszerzeniami normalnymi, ¢ € I, wiec wiec wszystkie
pierwiastki f naleza do L; dla i € I. Zatem wszystkie pierwiastki f naleza do (,c; L;, skad F' C [, Li
jest normalne. U

iel

Definicja 12.9. Niech F' bedzie ciatem, niech M bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciata F'. Najmniej-
sze (w sensie inkluzji) rozszerzenie L ciala M takie, Ze F' C L jest normalne nazywamy domknieciem
normalnym rozszerzenia F' C M.

Uwaga 12.6. Niech F' bedzie cialem.

(1) Jezeli rozszerzenie ' C M jest skoniczone oraz F' C M C L jest jego domknieciem normalnym,
to rozszerzenie I C L jest skornczone.

(2) Jezeli rozszerzenie F' C M jest rozdzielcze oraz FF C M C L jest jego domknieciem normalnym,
to rozszerzenie ' C L jest rozdzielcze.

Dowdd. (1) Zatézmy, ze rozszerzenie F' C M jest skonczone. Woéwczas M = F(ay,...,a,), gdzie
ai,...,a, jest baza rozszerzenia F' C M. Niech f; € F|x] bedzie wielomianem minimalnym
elementu a; dlai € {1,...,n}. Niech f = f1-...- f, € F[x] i niech M bedzie cialem rozktadu f.
Woéwcezas L D M oraz M D F jest normalne.
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(2) Zalézmy, ze FF C M jest rozdzielcze. Niech L bedzie rozszerzeniem normalnym ciata F' zawieraja-
cym M. Rozwazmy ciato F' C Fg(L) C L. Wowcezas oczywiscie M C Fs(L). Ustalmy wielomian
nierozkladalny f € F[z] i niech a € Fs(L) bedzie pierwiastkiem f. Poniewaz rozszerzenie F' C L
jest normalne i o € L, wiec wszystkie pierwiastki f nalezg do L. Poniewaz « jest rozdzielczy,
wiec kazdy pierwiastek f jest rozdzielczy. Zatem kazdy pierwiastek f nalezy do Fg(L), a wiec
Fs(L) jest normalne.

0

Uwaga 12.7. Niech F bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem ciata F. Niech rozszerzenia F C
Ly CLiF CLyCL bedg normalne. Wowczas rozszerzenie F' C LiLo jest normalne.

Dowdd. Zalozmy, ze F1 C Flz], Ay = {a € F :3f € FAlf(a) = 0]}, L = F(A)) oraz F, C Flz],
A2 = {a e I Elf € fg[f(a) = O]}, L2 = F(Ag) Wowczas L1L2 = F(Al U AQ) 1 A1 U AQ jest zbiorem

wszystkich pierwiastkow wielomianéw nalezacych do rodziny F; U Fo. U

Uwaga 12.8. Niech F' bedzie ciatem, niech L bedzie rozszerzeniem normalnym ciata F', zas M dowolnym
rozszerzeniem ciata F'. Wowczas rozszerzenie FM C LM jest normalne.

Dowdd. Zatoimy, ze F C Flz], A={a € F :3f € F[f(a) = 0]}, L = F(A). Wéwczas F C FM]|x] oraz
LM = FM(A), a zatem FM C LM jest rozszerzeniem normalnym. O

Twierdzenie 12.17. Niech F' bedzie cialem, niech FF C M C L i niech F' C L bedzie rozszerzeniem
normalnym. Wowczas rozszerzenie M C L jest normalne.

Dowéd. Wynika z Uwagi 12.8 dla FM = M oraz LM = L. O

Przyktad:

(1) Twierdzenie o wiezy cial nie jest prawdziwe dla rozszerzehi normalnych: rozszerzenie Q C Q(v/2)
jest normalne i rozszerzenie Q(v/2) C Q(v/2) jest normalne, ale rozszerzenie Q C Q(+/2) nie jest
normalne.



