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12. Wykład 12: Algebraiczne domkniecie ciała. Wielokrotne pierwiastki
wielomianów. Rózniczkowanie wielomianów. Elementy rozdzielcze. Rozszerzenia

rozdzielcze i pojedyncze. Rozszerzenia normalne.

12.1. Algebraiczne domknięcie ciała.

Twierdzenie 12.1. Niech F będzie ciałem. Następujące warunki są równoważne:
(1) F jest algebraicznie domknięte,
(2) jeżeli L jest ciałem i rozszerzenie F ⊂ L jest skończone, to F = L,
(3) jeżeli L jest ciałem i rozszerzenie F ⊂ L jest algebraiczne, to F = L.

Dowód. (1) ⇒ (3) : Załóżmy, że F jest algebraicznie domknięte i F ⊂ L jest rozszerzeniem algebraicz-
nym. Niech α ∈ L. Wówczas α jest algebraiczne nad F . Niech f ∈ F [x] będzie wielomianem minimalnym
elementu α. Wówczas f jest nierozkładalny w F [x], a więc liniowy. Zatem α ∈ F .

(3) ⇒ (2) : Każde rozszerzenie skończone jest algebraiczne.
(2) ⇒ (1) : Niech f ∈ F [x] i niech L będzie ciałem, w którym f ma pierwiastek, przy czym F ⊂ L.
Niech α ∈ L będzie pierwiastkiem wielomianu f . Wówczas α jest algebraiczny nad F . Zatem F ⊂ F (α)
jest skończone, a więc F (α) = F i α ∈ F . !
Definicja 12.1. Niech F będzie ciałem, L rozszerzeniem ciała F . Jeżeli
(1) L jest ciałem algebraicznie domkniętym,
(2) F ⊂ L jest rozszerzeniem algebraicznym,

to L nazywamy algebraicznym domknięciem ciała F i oznaczamy F .

Przykład:
(1) Rozważmy ciało R. Wówczas C jest algebraicznym domknięciem ciała R.

Twierdzenie 12.2. Niech F będzie ciałem, L rozszerzeniem ciała F , niech ponadto L będzie ciałem
algebraicznie domkniętym. Wówczas Falg(L) jest algebraicznym domknięciem ciała F .

Dowód. Niech f ∈ Falg(L)[x]. Wówczas również f ∈ L[x], więc f ma pierwiastek α ∈ L. Wobec tego α
jest algebraiczny nad ciałem Falg(L), więc rozszerzenie Falg(L) ⊂ Falg(L)(α) jest algebraiczne. Ponadto
F ⊂ Falg(L) jest algebraiczne, więc F ⊂ Falg(L)(α) jest algebraiczne. Zatem α jest algebraiczny nad F ,
a więc α ∈ Falg(L). !

Wniosek 12.1. Niech F będzie ciałem. Wówczas istnieje algebraiczne domknięcie F ciała F .

Dowód. Wobec Twierdzenia 10.6 istnieje ciało algebraicznie domknięte L takie, że F ⊂ L. Z kolei wobec
Twierdzenia 12.2 F = Falg(L). !
Twierdzenie 12.3. Niech F będzie ciałem, niech L1, L2 będą algebraicznymi domknięciami ciała F .
Wówczas istnieje F izomorfizm φ : L1 → L2.

Dowód poprzedzimy dwoma lematami:

Lemat 12.1. Niech F, F1, F2 będą ciałami i niech F ⊂ F1 ⊂ F2 będą rozszerzeniami algebraicznymi.
Niech φ1 : F1 → F będzie F -zanurzeniem. Wówczas istnieje zanurzenie φ2 : F2 → F takie, że φ2|F1 = φ1.

Dowód. Niech

R = {(L, φ) : L jest ciałem, F1 ⊂ L ⊂ F2, φ : L → F jest F -zanurzeniem, φ|F1 = φ1}.
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W rodzinie R definiujemy relację ≺ wzorem:

(L, φ) ≺ (L′, φ′) wtedy i tylko wtedy, gdy L ⊂ L′ oraz φ′|L = φ.

Bez trudu sprawdzamy, że jest to relacja częściowego porządku. Ponadto (F1, φ1) ∈ R, a więc R &= ∅.
Łatwo jest również sprawdzić, że każdy łańcuch w rodzinie R ma ograniczenie górne. Wobec lematu
Kuratowskiego-Zorna w rodzinie R istnieje element maksymalny (L0, φ0). Pokażemy, że F2 = L0.
Przypuśćmy, że F2 &= L0. Wówczas istnieje element a ∈ F2 \ L0. Ponieważ rozszerzenie F ⊂ F2 jest
algebraiczne, więc a jest algebraiczny nad F , a tym samym jest też algebraiczny nad L0. Niech f ∈ L0[x]
będzie wielomianem minimalnym elementu a. Niech ponadto φ̃0 : L0[x] → F [x] będzie przedłużeniem
zanurzenia φ0 : L → F na pierścień wielomianów. Wówczas wielomian φ̃0(f) jest nierozkładalny w pier-
ścieniu φ0(L0)[x], jako obraz elementu nierozkładalnego. Ponieważ ciało F jest algebraicznie domknięte,
więc wielomian φ̃0(f) ma pierwiastek b ∈ F . Wobec Twierdzenia 10.2 istnieje przedłużenie izomorfizmu
φ0 : L0 → φ0(L0) do zanurzenia φ′

0 : L0(a) → φ0(L0)(b) ⊂ F . Wówczas (L0, φ0) ≺ (L0(a), φ′
0) oraz

L0 ! L0(a), więc element (L0, φ0) nie może być maksymalny w rodzinie R, co daje sprzeczność. !
Lemat 12.2. Niech F będzie ciałem, L rozszerzeniem algebraicznym ciała F . Wówczas istnieje F -
zanurzenie φ : L → F .

Dowód. W poprzednim lemacie wystarczy przyjąć F2 = L, F1 = F oraz φ1 = idF . !

Przechodzimy do dowodu Twierdzenia 12.3:

Dowód. Wobec poprzedniego lematu istnieje F -zanurzenie φ : L1 → L2. Ciało φ(L1) jest algebraicznie
domknięte. Ponadto rozszerzenie φ(L1) ⊂ L2 jest algebraiczne, a więc φ(L1) = L2. !

12.2. Wielokrotne pierwiastki wielomianów. Rózniczkowanie wielomianów.

Definicja 12.2. Niech F będzie ciałem. Wielomian f ∈ F [x] nazywamy rozdzielczym, gdy w każdym
rozszerzeniu L ciała F ma on wyłącznie pierwiastki jednokrotne.

Twierdzenie 12.4 (o wzorach Viete’y22). Niech R będzie pierścieniem całkowitym, niech f(x) = xn +
an−1xn−1+. . .+a1x+a0 ∈ R[x] będzie wielomianem unormowanym. Niech x1, . . . , xn ∈ R będą wszystkimi
(uwzględniając krotności) pierwiastkami f w pierścieniu R. Wówczas:

an−1 = −(x1 + . . . + xn),
...

an−k = (−1)k
∑

i1,...,ik

xi1 · . . . · xik ,

...
a0 = (−1)nx1 · . . . · xn.

Dowód. Dowód otrzymujemy porównując współczynniki przy kolejnych potęgach x’a w równości:

xn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 = (x− x1) · (x− x2) · . . . · (x− xn).

!
22F. Viete (1540-1603) – matematyk i prawnik francuski.
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Definicja 12.3. Niech R będzie pierścieniem, niech f(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0 ∈ R[x]
będzie wielomianem. Wielomian

f ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + . . . + 2a2x + a1 ∈ R[x]

nazywamy pochodną wielomianu f . Wielomian f (k)(x) = f ′(f (k−1)(x)), gdzie f (1)(x) = f ′(x), nazywa-
my k-tą pochodną wielomianu f .

Definicja 12.4. Niech R będzie pierścieniem, niech f1, f2, . . . , fn ∈ R[x]. Wielomian

det





f1 f2 f3 . . . fn

f ′
1 f ′

2 f ′
3 . . . f ′

n
...

...
... . . . ...

f (n−1)
1 f (n−1)

2 f (n−1)
3 . . . f (n−1)

n





nazywamy wrońskianem23 wielomianów f1, f2, . . . , fn ∈ R[x].

Uwaga 12.1. Niech R będzie pierścieniem, niech f, g ∈ R[x], niech a ∈ R. Wówczas:
(1) (f + g)′ = f ′ + g′,
(2) (af)′ = af ′,
(3) (fg)′ = f ′g + fg′,
(4) (fn)′ = nfn−1f ′.

Proste dowody pozostawiamy jako ćwiczenie.

Twierdzenie 12.5 (wzór Leibniza). Niech R będzie pierścieniem, niech f, g ∈ R[x]. Wówczas

(fg)(k) =
k∑

i=0

(
k

i

)
f (k−i)g(i).

Prosty dowód pozostawiamy jako ćwiczenie.

Twierdzenie 12.6 (wzór Maclaurina). Niech R będzie pierścieniem, niech f ∈ R[x]. Wówczas

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)

2!
x2 + . . . +

f (n)(0)

n!
xn,

gdzie n = deg f .

Prosty dowód pozostawiamy jako ćwiczenie.

Twierdzenie 12.7 (wzór Taylora). Niech R będzie pierścieniem, niech f ∈ R[x], c ∈ R. Wówczas

f(x + c) = f(c) +
f ′(c)

1!
x +

f ′′(c)

2!
x2 + . . . +

f (n)(c)

n!
xn,

gdzie n = deg f .

Prosty dowód pozostawiamy jako ćwiczenie.

Twierdzenie 12.8. Niech R będzie pierścieniem, niech f ∈ R[x], a ∈ R. Wówczas
a jest pierwiastkiem k-krotnym f wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) = f ′(a) = . . . = f (k−1)(a) = 0,

f (k)(a) &= 0.
23J. Hoene-Wroński (1776-1853) – matematyk, filozof, fizyk, prawnik i ekonomista polski, autor prac z zakresu analizy

zespolonej.
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Dowód. (⇒) : Załóżmy, że a jest k-krotnym pierwiastkiem f . Wobec tego istnieje wielomian g ∈ R[x]
taki, że

f(x) = (x− a)kg(x) oraz g(a) &= 0.

Tym samym
f ′(x) = (x− a)k−1[kg(x) + (x− a)g′(x)] = (x− a)k−1h(x),

gdzie h(a) &= 0. Jeżeli k − 1 > 0, to

f ′′(x) = (x− a)k−2h1(x),

gdzie h1(a) &= 0. Postępując indukcyjnie po k − 1 krokach otrzymujemy

f (k−1)(x) = (x− a)hk−2(x) oraz hk−2(x) &= 0,

f (k)(x) = hk−2(x) + (x− a)h′k−2(x),

a więc f (k)(a) &= 0 oraz f(a) = f ′(a) = . . . = f (k−1)(a) = 0, f (k)(a) &= 0.
(⇐) : Załóżmy, że f(a) = f ′(a) = . . . = f (k−1)(a) = 0, f (k)(a) &= 0. Niech l będzie krotnością
pierwiastka a. Gdyby l < k lub l > k, to otrzymujemy sprzeczność z udowodnioną już częścią twierdzenia.

!
Wniosek 12.2. Niech F będzie ciałem, niech f ∈ F [x] i niech g ∼ NWD(f, f ′). Wówczas jeśli a ∈ F
jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu f , to a jest też pierwiastkiem wielomianu g.

Dowód. Załóżmy, że g(x) ∼ NWD(f(x), f ′(x)). Wówczas istnieją wielomiany u, v ∈ F [x] takie, że

uf + vf ′ = g.

Wobec Twierdzenia 12.8 f(a) = 0 oraz f ′(a) = 0, a zatem g(a) = 0. !
Wniosek 12.3. Niech F będzie ciałem, niech f ∈ F [x]. Wówczas każdy pierwiastek f (w dowolnym
ciele) jest jednokrotny wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(f, f ′) ∼ 1.

Dowód. (⇐) : Przypuśćmy, że a ∈ F jest pierwiastkiem wielokrotnym. Wobec Twierdzenia 12.8 f(a) = 0
oraz f ′(a) = 0, a zatem x− a|f(x) oraz x− a|f ′(x), co daje sprzeczność.

(⇒) : Przypuśćmy, że NWD(f, f ′) ∼ g &= 1. Wówczas deg g > 0 oraz istnieje element a ∈ F taki,
że g(a) = 0. Zatem f(a) = 0 oraz f ′(a) = 0, więc a jest pierwiastkiem wielokrotnym f , co znów daje
sprzeczność. !
Wniosek 12.4. Niech F będzie ciałem, niech f ∈ F [x], niech ponadto charF = 0. Wówczas jeżeli f jest
nierozkładalny w F [x], to ma wyłącznie pierwiastki jednokrotne (w dowolnym ciele).

Dowód. Niech f(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0 ∈ F [x], gdzie an &= 0. Wówczas f ′(x) =
nanxn−1 + (n− 1)an−1xn−2 + . . . + 2a2x + a1 &= 0. Ponadto deg f ′ = n− 1, więc f " f ′. Ponieważ f jest
nierozkładalny, więc NWD(f, f ′) ∼ 1 i wobec udowodnionego powyżej wniosku każdy pierwiastek f w
dowolnym ciele jest jednokrotny. !

12.3. Elementy rozdzielcze.

Definicja 12.5. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem ciała F , niech α ∈ L będzie
elementem algebraicznym nad F . Element ten nazywamy rozdzielczym nad F , gdy jego wielomian
minimalny jest rozdzielczy.

Przykłady:
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(1) Rozważmy ciało Q i jego rozszerzenie C oraz element
√

2 ∈ C. Wówczas
√

2 jest rozdzielczy nad
Q.

Uwaga 12.2. Niech F będzie ciałem, niech f ∈ F [x].
(1) Jeżeli charF = 0, to f ′ ≡ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy deg f = 0.
(2) Jeżeli charF = p, to f ′ ≡ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) = g(xp) dla pewnego g ∈ F [x].

Dowód. (1) (⇐) : oczywiste. (⇒) : Niech f(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0. Wówczas f ′(x) =
nanxn−1 + (n − 1)an−1xn−2 + . . . + 2a2x + a1. Ponieważ f ′ ≡ 0, więc nan = . . . = 2a2 = a1 = 0.
Skoro charF = 0, oznacza to, że an = . . . = a1 = 0.

(2) (⇐) : Jeżeli f(x) = g(xp) oraz charF = p, to wówczas:

f ′(x) = (g(xp))′ = g′(xp)pxp−1 = 0.

(⇒) : Niech f(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0. Wówczas f ′(x) = nanxn−1 + (n −
1)an−1xn−2 + . . . + 2a2x + a1. Ponieważ f ′ ≡ 0, więc nan = . . . = 2a2 = a1 = 0. Skoro charF = p,
więc aj = 0 dla p " j, j ∈ {1, . . . , n}. Zatem f(x) = a0 + apxp + a2px2p + . . . = g(xp).

!
Twierdzenie 12.9. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem ciała F , niech α ∈ L będzie
elementem algebraicznym nad F .
(1) Jeżeli charF = 0, to α jest rozdzielczy.
(2) Jeżeli charF = p, to α jest rozdzielczy wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian minimalny elementu α
nie jest postaci f(x) = g(xp) dla pewnego g ∈ F [x].

Dowód. Niech f ∈ F [x] będzie wielomianem minimalnym elementu α. Ponieważ deg f ′ < deg f , więc
NWD(f, f ′) # 1 wtedy i tylko wtedy, gdy f ′ ≡ 0. Wobec Wniosku 12.3 α nie jest rozdzielczy wtedy i
tylko wtedy, gdy f ′ ≡ 0 i wobec uwagi poprzedzającej twierdzenie otrzymujemy tezę. !
Wniosek 12.5. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem ciała F , niech α ∈ L będzie
elementem algebraicznym nad F . Jeżeli charF = p, to istnieje n ∈ N takie, że αpn jest rozdzielczy.

Dowód. Niech f ∈ F [x] będzie wielomianem minimalnym elementu α. Niech ponadto n = max{k ∈
N : pk jest dzielnikiem wszystkich stopni jednomianów w f}. Wówczas f(x) = g(xpn

) oraz nie każdy
jednomian w g ma stopień podzielny przez p. Zatem g′ &≡ 0. Ponadto, skoro f jest nierozkładalny, to g
jest rozkładalny. Dalej, g(αpn

) = f(α) = 0. Zatem αpn jest rozdzielczy nad F . !
Twierdzenie 12.10. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem ciała F , niech α ∈ L będzie
elementem algebraicznym nad F . Jeżeli charF = p, to α jest rozdzielczy wtedy i tylko wtedy, gdy F (α) =
F (αp).

Dowód. (⇒) : Niech f(x) = anxn +an−1xn−1 + . . .+a1x+a0 będzie wielomianem minimalnym elementu
α. Ponieważ α jest rozdzielczy, więc f ′ &≡ 0. Pokażemy, że wielomian fp(x) = ap

0 + ap
1x + . . . + ap

nx
n jest

nierozkładalny i f ′
p &≡ 0.

Istotnie, ponieważ f ′ &≡ 0, więc istnieje jednomian arxr w f(x) taki, że p " r. Wobec tego jednomian
ap

rx
r w fp(x) jest stopnia r, a zatem f ′

p &≡ 0. Przypuśćmy, że istnieje g ∈ F [x] taki, że g|fp oraz deg g ≥ 1.
Wówczas g(xp)|fp(xp) = ap

0 + ap
1x

p + . . . + ap
nx

np = (a0 + a1x + . . . + anxn)p = [f(x)]p. Ponieważ f jest
nierozkładalny, więc g(xp) = (f(x))m, 1 ≤ m < p. Zatem 0 = g′(xp)pxp−1 = m[f(x)]m−1f ′(x), skąd
f ′ ≡ 0, co daje sprzeczność.
Zauważmy, że ponadto fp(αp) = ap

0 + ap
1α

p + . . . + ap
nα

np = [f(α)]p = 0. Ponieważ deg f = deg fp = n,
więc [F (α) : F ] = [F (αp) : F ] = n. Skoro F (αp) ⊂ F (α), więc F (α) = F (αp).
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(⇐) : Załóżmy, że α nie jest rozdzielczy nad F . Wówczas jego wielomian minimalny jest postaci
f(x) = g(xp). Ponieważ f jest nierozkładalny, więc g jest nierozkładalny. Ponadto deg f = p deg g > deg g
oraz g(αp) = f(α) = 0. Zatem [F (α) : F ] = deg f > deg g = [F (αp) : F ]. Skoro F (αp) ⊂ F (α), więc
F (αp) &⊂ F (α). !
12.4. Rozszerzenia rozdzielcze i pojedyńcze.

Definicja 12.6. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem ciała F . Rozszerzenie to nazywamy
rozdzielczym, gdy każdy element α ∈ L jest rozdzielczy nad F . Rozszerzenie nazywamy pojedyńczym,
gdy istnieje element α ∈ L taki, że L = F (α).

Twierdzenie 12.11. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem ciała F , niech α1, . . . , αn ∈ L
będą rozdzielcze. Wówczas rozszerzenie F ⊂ F (α1, . . . , αn) jest rozdzielcze.

Dowód twierdzenia poprzedzimy dwoma lematami.

Lemat 12.3. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem ciała F , niech elementy α1, . . . , αn ∈ L
będą rozdzielcze. Jeżeli charF = p, to wówczas F (α1, . . . , αn) = F (αp

1, . . . , α
p
n).

Dowód. Wobec Twierdzenia 12.10 F (αi) = F (αp
i ), dla i ∈ {1, . . . , n}. Wobec tego

F (α1, . . . , αn) = F (α1)F (α2) . . . F (αn) = F (αp
1)F (αp

2) . . . F (αp
n) = F (αp

1, α
p
2, . . . , α

p
n).

!
Lemat 12.4. Niech F będzie ciałem, niech L będzie skończonym rozszerzeniem ciała F . Jeżeli charF = p,
to rozszerzenie F ⊂ L jest rozdzielcze wtedy i tylko wtedy, gdy FLp = L24.

Dowód. (⇒) : Ustalmy a ∈ L. Ponieważ a jest rozdzielczy, więc F (a) = F (ap). Ponieważ F (ap) ⊂ FLp,
więc a ∈ FLp, zatem L ⊂ FLp. Oczywiście zawsze FLp ⊂ L.

(⇐) : Zdefiniujmy odwzorowanie Φ : L → Lp wzorem Φ(a) = ap. Oczywiście Φ jest izomorfizmem.
Wobec tego dla b ∈ L mamy [Φ(L) : Φ(F (b))] = [L : F (b)] < ∞. Wobec Twierdzenia 11.10 [FΦ(L) :
FΦ(F (b))] ≤ [Φ(L) : Φ(F (b))] < ∞. Ponadto FΦ(L) = FLp = L oraz FΦ(F (b)) = FF p(bp) = F (bp).
Wobec tego [L : F (bp)] ≤ [L : F (b)] < ∞. Zatem

[L : F (bp)] = [L : F (b)] · [F (b) : F (bp)] ≥ [L : F (bp)] · [F (b) : F (bp)].

Stąd [F (b) : F (bp) = 1], czyli F (b) = F (bp). Zatem b ∈ L jest rozdzielczy i rozszerzenie F ⊂ L jest
rozdzielcze. !
Przechodzimy do dowodu Twierdzenia 12.11:

Dowód. Załóżmy, że charF = 0. Teza wynika z Twierdzeń 11.8 i 12.9. Załóżmy, że charF = p. Ponieważ
α1, . . . , αn ∈ L są algebraiczne, więc wobec Twierdzenia 11.8 [F (α1, . . . , αn) : F ] < ∞. Dalej, wobec
pierwszego lematu:

F [F (α1, . . . , αn)]p = FF p(αp
1, . . . , α

p
n) = F (αp

1, . . . , α
p
n) = F (α1, . . . , αn),

a wobec drugiego lematu rozszerzenie F ⊂ F (α1, . . . , αn) jest rozdzielcze. !
Twierdzenie 12.12 (Abela o elemencie pierwotnym). Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerze-
niem ciała F , niech α1, . . . , αn ∈ L będą rozdzielcze. Wówczas istnieje taki element rozdzielczy α ∈ L,
że F (α) = F (α1, . . . , αn).

24Przypomnijmy, że potęga ciała L zdefiniowana jest Lp = Φ(L), gdzie Φ : L → L dane jest wzorem Φ(a) = ap
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Dowód. Dowód prowadzimy indukcyjnie względem n. Niech n = 2. Załóżmy, że |F | < ∞. Wobec Twier-
dzenia 11.8 rozszerzenie F ⊂ F (α1, α2) jest skończone, a więc |F (α1, α2)| < ∞. Niech |F (α1, α2)| =
pn, gdzie p = charF . Ponieważ grupa multyplikatywna ciała skończonego jest cykliczna, więc 〈α〉 =
F (α1, α2)∗, dla pewnego α ∈ F (α1, α2)∗. Oczywiście F (α1, α2) = F (α) i skoro |F (α1, α2)| = pn − 1,
więc αpn−1 = 1. Tym samym α jest pierwiastkiem wielomianu f(x) = xpn−1 − 1 ∈ F [x]. Bez trudu
sprawdzamy, że NWD(f, f ′) ∼ 1, a więc f nie ma pierwiastków wielokrotnych, czyli α jest rozdzielczy.
Załóżmy, teraz, że |F | = ∞. Niech f ∈ F [x] będzie wielomianem minimalnym α1, zaś g ∈ F [x] wielo-
mianem minimalnym α2. Ponieważ α1, α2 są rozdzielcze, więc f i g nie mają pierwiastków wielokrotnych.
Niech α1, a1, . . . , an ∈ L będą pierwiastkami f , a α2, b2, . . . , bm ∈ L pierwiastkami g. Ponieważ |F | = ∞,
więc istnieje element δ ∈ F taki, że

α1 + δα2 &= ai + δbj, dla i ∈ {2, . . . , n}, j ∈ {2, . . . ,m},
czyli taki, że

δ &= ai − α1

α2 − bj
, dla i ∈ {2, . . . , n}, j ∈ {2, . . . ,m}.

Pokażemy, że F (α1, α2) = F (α1 + δα2). Oczywiście F (α1, α2) ⊃ F (α1 + δα2), ponieważ α1 + δα2 ∈
F (α1, α2). Niech h(x) = f(α1 + δα2 − δx) ∈ F (α1 + δα2)[x]. Oczywiście h(α2) = f(α1) = 0. Ponadto
h(bj) &= 0 dla j ∈ {2, . . . ,m}; istotnie, gdyby h(bj) = 0, dla pewnego j ∈ {2, . . . ,m}, to f(α1+δα2−δbj) =
h(bj) = 0, czyli α1 + δα2 − δbj = ai dla pewnego i ∈ {2, . . . , n}, ale wtedy α1 + δα2 = ai + δbj, co jest
sprzecznością. Zatem α2 jest jedynym wspólnym pierwiastkiem h i g. Wobc tego NWD(g(x), h(x)) ∼
x − α2. Ponieważ g(x), h(x) ∈ F (α1 + δα2)[x], więc x − α2 ∈ F (α1 + δα2)[x], skąd w szczególności
α2 ∈ F (α1 + δα2). Ponadto α1 = α1 + δα2 − δα2 ∈ F (α1 + δα2), czyli F (α1, α2) ⊂ F (α1 + δα2).
Pozostaje wykazać, że α1 + δα2 jest rozdzielczy nad F . Oczywiście α1 + δα2 jest algebraiczny. Jeżeli

charF = 0, to teza wynika z Twierdzenia 12.9. Załóżmy więc, że charF = p. Wobec Twierdzenia 12.10
F (α1) = F (αp

1) oraz F (α2) = F (αp
2). Tym samym F (α1, α2) = F (αp

1, α
p
2). Ponieważ α1 ∈ F (α1 + δα2),

więc
α1 = d0 + d1(α1 + δα2) + . . . + dr(α1 + δα2)

r,

dla pewnych d0, d1, . . . , dr ∈ F . Stąd

αp
1 = dp

0 + dp
1(α1 + δα2)

p + . . . + dp
r(α1 + δα2)

rp ∈ F (α1 + δα2).

Analogicznie αp
2 ∈ F (α1 + δα2). Zatem F (α1 + δα2) = F (α1, α2) = F (αp

1, α
p
2) ⊂ F ((α1 + δα2)p). Ponadto

F ((α1 + δα2)p) ⊂ F (α1 + δα2), więc wobec Twierdzenia 12.10 element α1 + δα2 jest rozdzielczy. Dowód
dla wyższych n prowadzimy analogicznie. !
Wniosek 12.6. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem ciała F , niech α1, . . . , αn ∈ L będą
algebraiczne. Jeżeli charF = 0, to istnieje taki element algebraiczny α ∈ L, że F (α) = F (α1, . . . , αn).

Wniosek 12.7. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem rozdzielczym i skończonym ciała
F . Wówczas istnieje taki element α ∈ L, że L = F (α).

Uwaga 12.3. Niech F będzie ciałem, niech L = F (α) będzie rozszerzeniem algebraicznym ciała F .
Wówczas jest to rozszerzenie skończone.

Powyższa uwaga oznacza, że rozszerzenie pojedyńcze i algebraiczne jest skończone oraz, na odwrót,
rozszerzenie skończone i rozdzielcze jest pojedyńcze.

Wniosek 12.8. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem skończonym ciała F . Jeżeli charF =
0, to istnieje taki element α ∈ L, że L = F (α).
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Powyższy wniosek oznacza, że w zakresie ciał o charakterystyce zero rozszerzenia algebraiczne skoń-
czone i algebraiczne pojedyńcze to to samo.

Uwaga 12.4. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem algebraicznym ciała F . Zbiór

FS(L) = {a ∈ L : a jest rozdzielczy}
jest ciałem i FS(L) jest rozszerzeniem rozdzielczym ciała F .

Dowód. Ustalmy a, b ∈ FS(L). Wobec Twierdzenia 12.11, F (a, b) ⊂ FS(L). Wobec tego a+b, ab,−a, a−1 ∈
FS(L). !
Wniosek 12.9. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem ciała F . Niech ponadto rozszerzenia
F ⊂ L1 ⊂ L oraz F ⊂ L2 ⊂ L będą rozdzielcze. Wówczas rozszerzenie L1L2 ciała F jest rozdzielcze.

Dowód. Wobec powyższej uwagi, L1, L2 ⊂ FS(L). W szczególności L1L2 ⊂ FS(L). !
Definicja 12.7. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem ciała F . Ciało FS(L) nazywamy
domknięciem rozdzielczym ciała F w L, a ciało FS(F ) domknięciem rozdzielczym ciała F .

Twierdzenie 12.13. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem rozdzielczym ciała F , a M
rozszerzeniem rozdzielczym ciała L. Wówczas M jest rozszerzeniem rozdzielczym ciała F .

Dowód. Teza wynika z Twierdzenia 12.11 w przypadku, gdy charF = 0. Załóżmy, że charF = p i ustalmy
a ∈ M . Wobec Twierdzenia 11.11 a jest algebraiczny nad F . Wobec Wniosku 12.5 istnieje n ∈ N takie,
że apn jest rozdzielczy. Pokażemy, że rozszerzenie F ⊂ L(apn

) jest rozdzielcze.
Oczywiście rozszerzenie F ⊂ L(apn

) jest algebraiczne. Ustalmy b ∈ L(apn
). Wówczas b = b0 + b1apn

+
. . .+bmapnm, dla pewnych b0, . . . , bm ∈ L. Ponieważ elementy b0, . . . , bm, apn są rozdzielcze, są elementami
ciała FS(M), więc w szczególności b jest rozdzielczy.
Ponieważ a, ap, ap2

, . . . , apn są rozdzielcze nad L, więc wobec Twierdzenia 12.10:

L(a) = L(ap), L(ap) = L(ap2
), . . . , L(apn−1

) = L(apn
).

Zatem L(a) = L(apn
), skąd L(a) = L(apn

) ⊃ F jest rozdzielcze. Zatem a jest rozdzielczy. !
12.5. Rozszerzenia normalne.

Twierdzenie 12.14. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem algebraicznym ciała F . Na-
stępujące warunki są równoważne:
(1) istnieje rodzina wielomianów F ⊂ F [x] taka, że L = F (A), gdzie

A = {a ∈ F : ∃f ∈ F [f(a) = 0]};
(2) jeżeli wielomian nierozkładalny g ∈ F [x] ma pierwiastek w ciele L, to g rozkłada się w L[x] na
czynniki liniowe;

(3) jeżeli α ∈ L oraz φ : F (α) → F jest F -włożeniem, to φ(F (α)) ⊂ L;
(4) jeżeli F ⊂ M ⊂ L i φ : M → F jest F -włożeniem, to φ(M) ⊂ L;
(5) jeżeli φ : L → F jest F -włożeniem, to φ(L) = L.

Dowód. (1) ⇒ (5) : Załóżmy, że F ⊂ F [x], A = {a ∈ F : ∃f ∈ F [f(a) = 0]}, L = F (A). Ustalmy f ∈ F i
niech a ∈ A będzie pierwiastkiem wielomianu f . Ustalmy F -włożenie φ : L → F . Ponieważ f(a) = 0, więc
0φ(f(a)) = f(φ(a)), a zatem φ(a) ∈ A. Stąd φ(A) = A, więc φ(L) = φ(F (A)) = F (φ(A)) = F (A) = L.

(5) ⇒ (4) : Ustalmy F ⊂ M ⊂ L oraz F -włożenie φ : M → F . Wobec Lematu 12.1 istnieje
przedłużenie ψ : L → F włożenia φ. Wówczas ψ(L) = L i skoro φ(M) ⊂ ψ(L), więc φ(M) ⊂ L.
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(4) ⇒ (3) : oczywiste.
(3) ⇒ (2) : Ustalmy wielomian nierozkładalny g ∈ F [x]. Niech α1 ∈ L oraz α2 ∈ F będą pierwiastkami

g. Oczywiście F ⊂ F (α1) ⊂ L. Wobec Twierdzenia 10.2 istnieje F -izomorfizm φ : F (α1) → F (α2).
Wówczas φ(F (α1)) = F (α2) ⊂ L, a zatem α2 ∈ L. Wobec dowolności wyboru α2 otrzymujemy tezę.

(2) ⇒ (1) : Dla a ∈ L niech ga ∈ F [x] będzie wielomianem minimalnym a. Ponieważ wszystkie
pierwiastki ga należą do L, więc ciało rozkładu wielomianu ga zawarte jest w L dla a ∈ L. Jeżeli więc
F = {ga ∈ F [x] : a ∈ L} i A = {a ∈ F : ∃g ∈ F [g(a) = 0]}, to L = F (A). !
Definicja 12.8. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem algebraicznym ciała F . Jeżeli
spełniony jest jeden z równoważnych warunków poprzedniego twierdzenia, to rozszerzenie to nazywamy
normalnym.

Uwaga 12.5. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem skończonym ciała F . Wówczas
F ⊂ L jest normalne wtedy i tylko wtedy, gdy L jest ciałem rozkładu pewnego wielomianu f ∈ F [x].

Dowód. (⇐) : oczywiste. (⇒) : Załóżmy, że F ⊂ F [x], A = {a ∈ F : ∃f ∈ F [f(a) = 0]}, L =
F (A). Ponieważ rozszerzenie F ⊂ L jest skończone, więc istnieją elementy a1, . . . , an ∈ A takie, że
L = F (a1, . . . , an). Niech fi ∈ F [x] będzie wielomianem minimalnym elementu ai dla i ∈ {1, . . . , n}.
Niech f = f1 · . . . · fn ∈ F [x] i niech M będzie ciałem rozkładu f . Wówczas ciało rozkładu każdego z fi

jest zawarte w M , więc M ⊂ L. Ponadto, skoro L = F (a1, . . . , an), to L ⊂ M . Zatem L = M . !
Twierdzenie 12.15. Niech F będzie ciałem, niech M będzie rozszerzeniem algebraicznym ciała F .
Wówczas istnieje rozszerzenie L ciała M takie, że rozszerzenie F ⊂ L jest normalne.

Dowód. Dla a ∈ M niech fa ∈ F [x] oznacza wielomian minimalny elementu a. Kładąc F = {fa ∈ F [x] :
a ∈ M}, A = {a ∈ F : ∃f ∈ F [f(a) = 0]} i L = F (A) otrzymujemy tezę. !
Twierdzenie 12.16. Niech F będzie ciałem, niech {Li : i ∈ I} będzie rodziną rozszerzeń normalnych
ciała F . Wówczas rozszerzenie F ⊂

⋂
i∈I Li jest normalne.

Dowód. Ustalmy wielomian nierozkładalny f ∈ F [x] i niech α ∈
⋂

i∈I Li będzie pierwiastkiem wielomianu
f . Wówczas α ∈ Li dla i ∈ I. Ponieważ Li ⊃ F są rozszerzeniami normalnymi, i ∈ I, więc więc wszystkie
pierwiastki f należą do Li dla i ∈ I. Zatem wszystkie pierwiastki f należą do

⋂
i∈I Li, skąd F ⊂

⋂
i∈I Li

jest normalne. !
Definicja 12.9. Niech F będzie ciałem, niech M będzie rozszerzeniem algebraicznym ciała F . Najmniej-
sze (w sensie inkluzji) rozszerzenie L ciała M takie, że F ⊂ L jest normalne nazywamy domknięciem
normalnym rozszerzenia F ⊂ M .

Uwaga 12.6. Niech F będzie ciałem.
(1) Jeżeli rozszerzenie F ⊂ M jest skończone oraz F ⊂ M ⊂ L jest jego domknięciem normalnym,
to rozszerzenie F ⊂ L jest skończone.

(2) Jeżeli rozszerzenie F ⊂ M jest rozdzielcze oraz F ⊂ M ⊂ L jest jego domknięciem normalnym,
to rozszerzenie F ⊂ L jest rozdzielcze.

Dowód. (1) Załóżmy, że rozszerzenie F ⊂ M jest skończone. Wówczas M = F (a1, . . . , an), gdzie
a1, . . . , an jest bazą rozszerzenia F ⊂ M . Niech fi ∈ F [x] będzie wielomianem minimalnym
elementu ai dla i ∈ {1, . . . , n}. Niech f = f1 · . . . · fn ∈ F [x] i niech M będzie ciałem rozkładu f .
Wówczas L ⊃ M oraz M ⊃ F jest normalne.
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(2) Załóżmy, że F ⊂ M jest rozdzielcze. Niech L będzie rozszerzeniem normalnym ciała F zawierają-
cym M . Rozważmy ciało F ⊂ FS(L) ⊂ L. Wówczas oczywiście M ⊂ FS(L). Ustalmy wielomian
nierozkładalny f ∈ F [x] i niech α ∈ FS(L) będzie pierwiastkiem f . Ponieważ rozszerzenie F ⊂ L
jest normalne i α ∈ L, więc wszystkie pierwiastki f należą do L. Ponieważ α jest rozdzielczy,
więc każdy pierwiastek f jest rozdzielczy. Zatem każdy pierwiastek f należy do FS(L), a więc
FS(L) jest normalne.

!
Uwaga 12.7. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem ciała F . Niech rozszerzenia F ⊂
L1 ⊂ L i F ⊂ L2 ⊂ L będą normalne. Wówczas rozszerzenie F ⊂ L1L2 jest normalne.

Dowód. Załóżmy, że F1 ⊂ F [x], A1 = {a ∈ F : ∃f ∈ F1[f(a) = 0]}, L1 = F (A1) oraz F2 ⊂ F [x],
A2 = {a ∈ F : ∃f ∈ F2[f(a) = 0]}, L2 = F (A2). Wówczas L1L2 = F (A1 ∪ A2) i A1 ∪ A2 jest zbiorem
wszystkich pierwiastków wielomianów należących do rodziny F1 ∪ F2. !
Uwaga 12.8. Niech F będzie ciałem, niech L będzie rozszerzeniem normalnym ciała F , zaśM dowolnym
rozszerzeniem ciała F . Wówczas rozszerzenie FM ⊂ LM jest normalne.

Dowód. Załóżmy, że F ⊂ F [x], A = {a ∈ F : ∃f ∈ F [f(a) = 0]}, L = F (A). Wówczas F ⊂ FM [x] oraz
LM = FM(A), a zatem FM ⊂ LM jest rozszerzeniem normalnym. !
Twierdzenie 12.17. Niech F będzie ciałem, niech F ⊂ M ⊂ L i niech F ⊂ L będzie rozszerzeniem
normalnym. Wówczas rozszerzenie M ⊂ L jest normalne.

Dowód. Wynika z Uwagi 12.8 dla FM = M oraz LM = L. !
Przykład:
(1) Twierdzenie o wieży ciał nie jest prawdziwe dla rozszerzeń normalnych: rozszerzenie Q ⊂ Q(

√
2)

jest normalne i rozszerzenie Q(
√

2) ⊂ Q( 4
√

2) jest normalne, ale rozszerzenie Q ⊂ Q( 4
√

2) nie jest
normalne.


