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9. WYKEAD 9: JEDNOZNACZNOSC ROZKEADU W PIERSCIENIACH WIELOMIANOW. KRYTERIA
ROZKLADALNOSCI WIELOMIANOW.

9.1. Jednoznaczno$¢ rozkladu w pierscieniach wielomianéw.

Uwaga 9.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozkltadem. Niech a € R bedzie ele-
mentem nierozkladalnym. Wéwczas wielomian f = const.a jest nierozkladalny w R[z].

Dowéd. Niech a = fg, f,g € Rlx]. Woéwczas 0 = dega = deg f + deg g, zatem deg f = degg = 0, a wiec
f,g € R. Poniewaz a jest nierozktadalny, wiec f,g € U(R) = U(R|[z]). O

Definicja 9.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozktadem, niech f(x) = ag+ ajz +
...+ a,z™ € Rlz].

(1) Zawartosciag wielomianu f nazywamy element z(f) ~ NW D(ag, ay, ..., a,).

(2) Wielomian f nazywamy pierwotnym, jezeli z(f) ~ 1.

Uwaga 9.2. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozkladem, niech f,g € R[z], a € R.
Wowczas:

(1) jezelideg f =0, to z(f) ~ f;

(2) jezeli f € U(R), to z(f) ~ 1;

(3) z(af) ~az(f);

(4) jezeli f = ag, to alz(f).

Proste dowody powyzszych wtasnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Lemat 9.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozkladem, niech 0 # f € R[x]. Wow-
czas istnieje wielomian pierwotny f* € R[x] taki, Ze

fo 2N

Ponadto wielomian f* jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do stowarzyszenia.

Dowdéd. Niech f(x) = ag + a1z + ... + a,a™ € Rlz]. Woéwczas z(f) ~ NWD(ag,a4,...,a,). Wobec
tego ag = z(f)ay, a1 = 2(f)dy, ..., a, = 2(f)al, gdzie 1 ~ NWD(ay,a},...,a,). Niech f*(z) =
ap +adlx + ...+ a,x™. Woéwezas f* jest pierwotny i f = z(f)f*.

Pokazemy jednoznacznosé stosownego przedstawienia. Niech f = z(f)f* = c¢f1, gdzie c € R1i f, € R[z]
jest pierwotny. Wowczas z(f) = z(cf1) ~ cz(f1) ~ ¢, wiec z(f) ~ ¢, czyli z(f) = cu, dla pewnego
u € U(R). Zatem z(f)f* = cfi, czyli cuf* = cfy, skad uf* = fii f* ~ fi. d

Lemat 9.2 (lemat Gaussa). Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozkiadem. W pier-
Scieniu Rlx| iloczyn dowolnej liczby wielomianéw pierwotnych jest wielomianem pierwotnym.

Dowdd. Niech f(x) = ag + a1z + ... + ap2”, g(x) = by + bz + ... + bpa™ € Rlzx], an, by, # 0. Niech
fo(x) =coterx+...+cpimar™™, gdzie ¢, = Zf:o a;br_i, k € {0,...,n+m}. Przypusémy, ze wielomian
fg nie jest pierwotny, czyli 1 =« NWD(co,...,Cpim). WOwczas istnieje element nierozktadalny p € R
taki, ze p|co, plci, - - -, PlCatm. Poniewaz 1 ~ NW D(aq, ..., a,) oraz 1 ~ NWD(by,...,by), wiec mozemy
okresli¢

k=min{i € {0,...,n} :pfa;} oraz l = min{j € {0,...,m} : ptb;}.
Wowcezas ¢y = agbgsy + - - - + arby + . .. + agaiby, przy czym

plaobkri + - .. + ax—1bi1, plagsibi—1 + ...+ appibo,
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zatem, skoro plcgyy, zachodzi plagb;. Ale poniewaz p jest nierozkladalny w pierécieniu z jednoznacznym
rozkladem, a wigc pierwszy, wiec play lub plb;, co jest sprzecznoscia. Dla iloczynéw wiekszej liczby
wielomianéw pierwotnych stosujemy tatwa indukcje. Il

Whiosek 9.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozkladem, niech f, g € Rlz]. Wow-
czas:

(1) 2(fg) ~ 2(f)=(9);
(2) jgezeli f = z(f)f*, gdzie f* jest pierwotny, to deg f = deg f*;
(3) jezeli f jest pierwotny i rozkladalny, to f = gh, gdzie degg > 0 i degh > 0.

Dowdd. (1) Niech f = z(f)f*, g = z(g9)g*, gdzie f*1i ¢g* sa pierwotne. Wowczas fg = (2(f)z(g))(f*g").
Wobec lematu Gaussa wielomian f*g* jest pierwotny. Ponadto, wobec Lematu 9.1, fg = z(fg)h",
gdzie h* jest wyznaczony jednoznacznie co do stowarzyszenia. Zatem h* ~ f*g* oraz z(fg) ~
2(£)=(g).

(2) Oczywiste.

(3) Niech f = gh, gdzie g i h sa wielomianami niezerowymi i nieodwracalnymi. Przypu$émy, ze
degg = 0 lub degh = 0. Zatézmy, ze degg = 0. Wowczas 1 ~ z(f) ~ z(gh) ~ z(g)z(h) = gz(h).
Zatem g|1, co jest sprzecznoscia.

O

Lemat 9.3. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozkladem, niech F' = (R) bedzie ciatem
utamkow pierscienia R. Niech 0 #€ Flx]|. Wowczas istniejg a,b € R, b # 0, oraz wielomian pierwotny
f* € R[z] takie, Ze

a/ *
f=5r
Dowdd. Niech f(x) = ap+arz+...+a,z". Powiedzmy, ze ap = 3, ..., a, = &, dlacy, ..., cn,do, ..., dn €
R, przy czym dy # 0,...,d, # 0. Niech d =dg - ... - d, i niech ¢y = CO%, B cn%. Woéwezas:
n Co 1 Cn
r) = Gt+umr+...+a,r =—+—T+...+—T =
Jlo) = o do " s d,

1 1
= C—l(eo +ex+... +ez") = C—ZQ(I)

gdzie g(z) = eg+e1x+...+e,2" € R[z]. Wobec Lematu 9.1, g = z(g)g*, gdzie g* € R[z] jest pierwotny.
Woéwezas )
_*9) «
f - d g N
Ktadac a = 2(g), b=d i f* = g* otrzymujemy teze. O

Twierdzenie 9.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozktadem, niech F' = (R). Niech
f € R[x] i niech deg f > 0. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) f jest nierozkladalny w Rlx],
(2) f jest pierwotny i nierozkladalny w F|x].

Dowdd. (2) = (1) : Zalézmy, ze f jest pierwotny i nierozktadalny w F'[z] i przypusémy, ze jest rozktadalny
w R[z]. Wobec Wniosku 9.1 (3), f = gh, gdzie degg > 0 oraz degh > 0, g,h € R[x]. Woéwczas g i h sa
niezerowymi elementami nieodwracalnymi w F'[z], co daje sprzecznosé z nierozktadalnoscia f w F[z].
(1) = (2) : Zalézmy, ze f jest nierozkladalny w R[x]. Pokazemy najpierw, ze f jest pierwotny. Wobec
Lematu 9.1, f ~ z(f)f*, gdzie f* € R[x] jest pierwotny. Wobec Wniosku 9.1 (2), deg f* =deg f > 0, a
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zatem f* ¢ U(R[z]). Poniewaz f jest nierozkladalny, z(f) € U(R[z]) = U(R). Zatem z(f) ~ 1, czyli f
jest pierwotny.

Pokazemy, ze f jest nierozkladalny w F'[z]. Przypusémy bowiem, ze f = gh, gdzie g, h € F|x]idegg >
0, degh > 0. Wobec Lematu 9.3 istnieja a,b,¢,d € R, b,d # 0 i wielomiany pierwotne g*,h* € R|x]
takie, ze

a c
g=—g oraz h = -h".

b d
Mamy wigc, Ze f = $<h*g*, czyli bdf = ach”g*. Wobec lematu Gaussa h*g" jest wielomianem pierwotnym,
a wiec wobec Lematu 9.1 f = f* ~ h*g*, czyli f jest rozkladalny w R[z], co jest niemozliwoscia. O

Przyktad:
(1) Rozwazmy pierscieni Z, cialo Q i wielomian f(z) = 2z% + 6x + 10. Wowczas z(f) ~ 2, wiec f
jest rozkladalny w Z|[z], ale f jest nierozkladalny w Q[z], jako ze jest wielomianem stopnia 2 bez
wymiernych pierwiastkow.

Lemat 9.4. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozkladem, niech f € R[x] bedzie
wielomianem pierwotnym i deg f > 0. Wowczas [ jest iloczynem elementéow nierozktadalnych pierscienia

Rlz].

Dowdéd. Niech deg f = n > 0. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Zatézmy, ze n = 1.
Przypusémy, ze w tym przypadku f jest rozktadalny, f = gh, gdzie g,h € R[z] sa wielomianami nieze-
rowymi i nieodwracalnymi. Wéwczas 1 = deg f = deg g + deg h, wiec deg g = 0 lub deg h = 0. Zal6ézmy,
ze degg = 0. Wobec Uwagi 9.2 (4), g|2(f). Z drugiej strony z(f) ~ 1, wiec g € U(R), czyli f jest
nierozktadalny, co prowadzi do sprzecznosci.

Zatozmy, ze n > 11 ze dla 0 < k < n wielomian pierwotny stopnia k jest iloczynem elementow
nierozkladalnych pierécienia R[x]. Jezeli f jest nierozkladalny, to ma rozktad trywialny, zaltézmy wiec,
ze [ jest rozktadalny. Wobec Wniosku 9.1 (3), f = gh, gdzie g,h € R[z] i degg > 0, degh > 0. Zatem
degg < nidegh <n.Ponadto 1 ~ z(f) ~ z(g)z(h), czyli z(g) ~ 11 z(h) ~ 1, a wiec g i h sa pierwotne.
Wobec zatozenia indukcyjnego g i h maja zadany rozktad, a wiec i f go ma. U

Twierdzenie 9.2 (Gaussa). Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozktadem. Wowczas
Rlx] jest pierscieniem z jednoznacznym rozkladem.

Dowdéd. Pokazemy najpierw, ze R[z] jest pierscieniem z rozkladem. Ustalmy wielomian niezerowy i nie-
odwracalny f € R[z]. Zatézmy, ze deg f = 0. Wowczas 0 # f € R\ U(R) i skoro R jest pierécieniem z

rozktadem, to f =ay - ... a,, gdzie aq, ..., a, sg elementami nierozktadalnymi w R. Wobec Uwagi 9.1
wielomiany ay, ..., a, sa nierozkladalne w R[z].
Zatézmy teraz, ze deg f > 0. Wobec Lematu 9.1 istnieje wielomian pierwotny f* € R[x| taki, ze
f=zNr"

Wielomian const.z( f) ma rozklad jako wielomian stopnia 0. Ponadto deg f* = deg f > 0. Wobec Lematu
9.4 f* ma rozklad, zatem i f ma rozktad.

Pokazemy teraz, ze kazdy element nierozktadalny w R[x] jest pierwszy. Ustalmy wielomian nierozkla-
dalny f € R|x] i niech f|gh, dla pewnych g, h € R[z|. Zalézmy, ze deg f = 0. Wowczas ffi = gh, gdzie
f € Ri f € R[z]. Stad, wobec Uwagi 9.2 (3):

z(gh) ~ z(g)z(h) ~ z(f fr) ~ fz(fr).
Zatem f|z(g)z(h). Poniewaz f € R jest nierozktadalny, wiec f jest pierwszy. Stad f|z(g) lub f|z(h), a
wiec flg lub flh, czyli f € R[x] jest pierwszy.
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Zatézmy, ze deg f > 0. Niech F' = (R). Wobec Twierdzenia 9.1 f € R[z] jest pierwotny i nierozktadalny
w F[z]. Pierscien F[x] jest dziedzina idealow gltéwnych, a wiec pierdcieniem z jednoznacznym rozktadem.
Zatem f jest pierwszy w F[z|. Stad f|g w F[x] lub f|h w Fx]. Zalézmy, ze f|g w F[z]. Woéwczas g = fw,
dla pewnego w € F[z]. Wobec Lematu 9.3 istnieja ¢,d € R, d # 0 oraz wielomian pierwotny w* € R|x]
takie, ze .

*

Stad istnieje wielomian pierwotny ¢* € R[z] taki, ze
* C *
29)g" =9 = fu=—fu".

Zatem
2(g)dg" = cfw™.
Wobec lematu Gaussa fw* jest wielomianem pierwotnym. Wobec Lematu 9.1 mamy g* ~ fw*, czyli

flg*, a wiee flg. O
Przyktad:
(2) Rozwazmy pierscien z jednoznacznym rozktadem R. Woéwczas R[xq,...,x,] jest pierscieniem z

jednoznacznym rozkladem.
9.2. Kryteria rozkladalnosci wielomianéw.

Twierdzenie 9.3. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozktadem, niech F' = (R). Niech
0 # f € Rx], gdzie

fl@)=ao+ a1z + ...+ a,z"™.
Jezeli dla pewnego § € F, takiego, Ze NW D(a,b) ~ 1, a,b € R, zachodzi f(3) = 0, to bla, oraz alag.
Ponadto, jezeli [ jest unormowany (tj. a, = 1), to kazdy jego pierwiastek z ciala F nalezy do R.

Dowdd. Zatézmy, ze dla pewnego ¢ € F takiego, ze NWD(a,b) ~ 1, a,b € R, mamy

targ . tan(3) =0
ag+ar—+...+a, (=) =0.
0 lb b

Wowezas
aph” + ajab” t + ...+ aa” =0,
przy czym b, ab™ !, ... a" € R, skad
alab™ "t .+ apa™ ) = —agh™.
Poniewaz NW D(a,b) ~ 1, wiec NW D(a,b™) ~ 1. Zatem a|agh™ i stad alag. Analogicznie pokazujemy,
ze bla,. Dalej, jesli zalozymy, ze f jest unormowany, to skoro b|a,, otrzymujemy, ze b € U(R), a zatem

7= ab~! € R. U
Przyktad:
(1) Rozwazmy piersciefi Z[z] i wielomian f(x) = 2® — 32% — 6z + 3. Wowcezas [ jest nierozkladalny
w Zlx].

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze f nie ma pierwiastkow w ciele Q = (Z). Istotnie, przypusémy
bowiem, ze § € Q jest pierwiastkiem f. Wéwczas b|1 oraz a|3 i NWD(a,b) ~ 1, wiec § €
{£1,£3}. Ale, jak tatwo sprawdzamy, f(£1), f(£3) # 0, co daje sprzecznosé.

Wobec tego f jest nierozktadalny w Q[z]. Ponadto f jest pierwotny, wiec wobec Twierdzenia
9.1 f jest nierozktadalny w Z|x]. O
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Twierdzenie 9.4 (kryterium Eisensteina'®). Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem z jednoznacznym roz-
ktadem, niech F' = (R). Niech 0 # f € Rlz|, gdzie
fl@)=ao+ a1z + ...+ a,z™.

Jezeli dla pewnego elementu nierozkladalnego p € R zachodzi

p|a07p|a17 s 7p|a"n—1ap T a”rLap2 J[ Qop,
to f jest nierozkladalny w Fz|. Jezeli ponadto f jest pierwotny, to f jest nierozkladalny w R[z].

Dowdd. Przypusémy, ze f jest rozktadalny w F[x], czyli Ze istnieja niezerowe i nieodwracalne wielomiany
g,h € F[z] takie, ze f = gh. Wobec Twierdzenia 9.1 istnieja niezerowe i nieodwracalne wielomiany
g1, h1 € R[z] takie, ze f = g1hy. Rozwazmy homomorfizm kanoniczny x : R — R/(p) dany wzorem

r(a) = a+ (p)

i jego przedtuzenie % : R[z] — R/(p)[z] dane wzorem

E(Z bix') = Z r(b;) "
i=0 i=0
Zauwazmy, ze R(f) = k(a,)z". Z drugiej strony &(f) = %(g1)R(h1) oraz deg®(g1) < n, deg®(h1) < n.
Poniewaz element p jest nierozkladalny, wigc, wobec Twierdzenia 7.1, jest pierwszy, a zatem, wobec
Uwagi 7.11 (4), i ideal (p) jest pierwszy, a tym samym pierscien R/(p) jest catkowity. Wobec tego
wyrazy wolne %(g;) oraz %(hy) sa rowne 0 w pierscieniu R/(p), a wiec naleza do idealu (p) w pierécieniu
R, tj. sa podzielne przez p. Tym samym wyraz wolny wielomianu f, czyli ag, musi byé¢ podzielny przez
p? wbrew zalozeniom. O

Przyktady:

(2) Rozwazmy pierscien Z[x] i wielomian f(z) = 32 4+ 622 + 18. Wowczas [ jest nierozkladalny w
Q[z], ale rozktadalny w Z|x].

Dowdd. Zauwazmy, ze 2|18, 2|0, 2|0, 2|6, 2 1 3, 4 t 18. Wobec kryterium Eisensteina f jest
nierozkladalny w Q[z]. Ale nie jest pierwotny, wiec nie musi by¢ nierozktadalny w Z[x] — i nie
jest:
f(z) = 3(2 +22° +6), oraz 3 ¢ U(Z[z]).
[

Uwaga 9.3. Niech (R,+,-) bedzie piericieniem z jednoznacznym rozkladem, niech f € Rx], niech
a € R. Wowczas

[ jest nierozkladalny w R[z| wtedy i tylko wtedy, gdy f(x + a) jest nierozkladalny w R[z].

Dowéd. (=) : Niech deg f = n. Dow6d prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 0 teza jest
oczywista, poniewaz f(z) = f(z+a), dla wszelkich a € R. Ustalmy n > 0 i zalézmy, ze teza zachodzi dla
wszystkich wielomianéw stopnia k dla k < n i przypusémy, ze dla pewnego a € R wielomian f(z+a) jest
rozkladalny. Wobec twierdzenia Gaussa, R[z| jest pierScieniem z jednoznacznym rozktadem, niech wiec

flx+a)=u-gi(x) ... ge(x), dla u € U(R[z]) oraz nierozkladalnych wiclomianéw gy, ..., gr € R[z].
Wowezas f(z) =u-gi(x —a)-... - ge(x — a). Jezeli degg; = n, dla pewnego i € {1,...,k}, powiedzmy
deg gy = n, to wowczas deggs = ... = deg gy = 0. Poniewaz f jest nierozktadalny, wiec, na przyktad,

g2 € U(R[x]), co daje sprzeczno$¢ z nierozkladalnoscia go. Jezeli deg g; < n dla wszelkich i € {1,... k},

19F G. Eisenstein (1823 — 1852) — matematyk niemiecki. Twierdzenie w istocie odkryt Schénemann w 1846 roku
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to, wobec zatozenia, g;(x — a) sa nierozktadalne, a wiec R[z] nie moze by¢ pierscieniem z jednoznaczym
rozktadem, co znéw daje sprzecznosé.
(<) : Wynika z udowodnionej juz czesci twierdzenia i faktu, ze f(x) = f((z — a) + a). O

Przyklady:

(3) Rozwazmy pierscien Z|x], liczbe pierwsza p i wielomian f(z) = 2P~ + 2P 72+ ...+ 2z +1. Wowczas
f jest nierozkladalny w Z[x].

Dowdd. Zauwazmy, ze f(z) = £=L. Zatem f(z+1) = % =P+ NP2 4.+ (pfz)aH—
(pfl). Dalej, p|(pfl), o). pt L PPt (pfl) i wobec kryterium Eisensteina f(xz + 1) jest
nierozktadalny. U

Twierdzenie 9.5. Niech f € Z[x] i niech deg f = n. Jezeli wn + 1 punktach calkowitych f przyjmugje
wartosci +1, to f jest nierozkladalny w Z[z].
Dowdd. Przypusémy, ze f gh, dla pewnych g, h € Z[z], przy czym 0 < deg g < deg h < n. W szczegdlnosci

degg < 7. Pokazemy, ze dla co najmniej ”T“ wartosci catkowitych g przybiera wartos¢ 1 lub dla co
najmniej ”—“ wartosci catkowitych g przybiera wartosé —1. Istotnie, przypusémy bowiem, ze dla mniej niz
”“ ”—“ wartosci catkowitych g przybiera
Wartosc —1. Zatem dla mniej niz 2’”2rl = n + 1 wartosci calkovvltych g przyjmuje wartos¢ 1. W
konsekwencji dla mniej niz n + 1 wartosci catkowitych f przybiera wartos¢ £1, wbhrew zatozeniom.

Przyjmijmy, dla ustalenia uwagi, ze dla co najmniej ”“ wartosci calkowmych g przybiera wartos¢ 1.

wartosm catkowitych ¢ przybiera wartos¢ 1 oraz dla mniej niz

Wowezas g(x) — 1 jest wielomianem stopnia mniejszego od 24l ktory ma "4 miejsc zerowych, co jest
niemozliwoscia. U
Przyklady:
(4) Rozwazmy pierscien Z[z] i wielomian f(z) = z* + z — 1. Woéwczas f jest nierozktadalny.
Dowdéd. deg f =2 oraz f(0) = —1, f(1) =11 f(—1) = —1, co daje zadany rezultat. O
Uwaga 9.4. Niech f(z) = (x —a1)(x —ag) - ... - (v — a,) — 1 € Z[z], gdzie ay,...,a, € Z sq parami

rozne. Wowczas f jest nierozktadalny.

Dowdd. Przypusémy, ze f = gh, g,h € Z[z] oraz 0 < degg < degh < n. Dla wszelkich ¢ € {1,...,n},
g(a;), h(a;) € Z oraz g(a;)h(a;) = —1. Zatem g(a;)+h(a;) = 0,dlai € {1,...,n}. Zatem wielomian g+h
stopnia mniejszego od n ma n miejsc zerowych. Stad g +h = 0, wiec ¢ = —h i tym samym f = —g¢?, co
daje sprzecznosc. O

Definicja 9.2. Niech m,n € N i niech f € Zlzy,...,x,]. Redukcja wielomianu f wedlug modulu
m nazywamy wielomian f € Zpy|x1, ..., T,], ktdrego wspdlczynniki sq wspélczynnikami wielomianu f w
obrazie poprzez odwzorowanie ¢ : 7 — L, dane wzorem ¢(a) = reszta z dzielenia a przez m.

Uwaga 9.5. Niech m,n € N i niech f € Z[z1,...,x,]. Jezeli rownanie f(x1,...,x,) = 0 ma rozwigzanie
wZ oraz f € Lp|xy, ..., x| jest redukcjg wielomianu f wedlug modutu m, to réwnanie f(x1,...,2,) =0
ma rozwigzanie W Ly,

Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Whniosek 9.2. Niech m,n € N i niech f € Z|xy,...,x,]. Jeieli rownanie f(xl,...,xn) = 0 nie ma
rozwiqzania W Ly, gdzie f € Ly|r1, ..., x,] jest redukcjg wielomianu f wedlug modulu m, to réwnanie
flz1,...,2,) =0 ma rozwigzanie w Z.
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Przyktady:
(5) Pokaza¢, ze réwnanie z2 + y* = 3122 + 15 nie ma rozwiazan w Z.

Dowdd. Rozwazmy redukcje tego réwnania wedtug modutu 8:
=774

Wszystkimi kwadratami w Zg sg 0, 1 i 4. Zatem wszystkimi warto$ciami wyrazenia 722 +7 sg 7,
6 i 3. Ponadto zadna z liczb 7, 6 i 3 nie jest suma liczb 0, 1 i 4 modulo 8. O

Twierdzenie 9.6 (kryterium redukcyjne). Niech P i R bedq pierscieniami calkowitymi, niech ¢ : P — R
bedzie homomorfizmem, niech f € Plx]. Niech ¢ : Plx] — R[z| bedzie przediuieniem homomorfizmu ¢
na pierscienie wielomianowe dane wzorem:

dlag +arx + ...+ a,x™) = dlag) + dla)x + ... + ¢(a,)z™
Jezeli deg f = deg d(f) oraz ¢(f) € R[x] jest wiclomianem nierozktadalnym, to f jest wielomianem
nierozktadalnym.

Dowéd. Zatézmy, ze ¢(f) € R[z] jest wielomianem nierozkladalnym. Przypusémy, ze f = gh, dla pew-
nych g,h € Plz| takich, ze 0 < degg < degh < deg f. Wowczas ¢(f) = ¢(g)p(h) oraz degp(g) =

degg > 0, ¢(h) = degh > 0, co daje sprzecznosc. O

Przyktlady:
(6) Rozwazmy pierécien Z[x] i liczbe pierwsza p wraz z wielomianem f(x) = 2 —z — 1. Wowczas f
jest nierozktadalny w Z[x].

Dowdéd. Rozwazmy redukcje wielomianu f wedtug modutu p:

—x — 1.
Jest to wielomian nierozkladalny w Z,[z], zatem f jest nierozkladalny w Z[x]. O
Twierdzenie 9.7 (kryterium Kroneckera). Niech f € Z[x], deg f = n. Niechcy = f(0),¢1 = f(1),...,¢, =
f(n). Niech g € {0,1,...,n—1}, niech eq, €1, ..., e, bedg dowolnymi dzielnikamsi liczb co, c1, . . ., ¢, i niech

Geger..e, € L[] bedzie wielomianem takim, Ze

Geper...eq (O) = €o, geoel...eq(l) = €1, Peger...eq (CJ) = €q-
Wowezas | jest nierozkladalny w Q[z] wtedy i tylko wtedy, gdy
(]-) Co 7é Ovcl 7é 07"'7Cn #07

(2) wielomian f nie jest podzielny przez Zaden z wielomianow Gege,...c, -

Lemat 9.5. Niech f € Z[z], degf = n. Niech ¢¢ = f(0),c; = f(1),...,¢, = f(n). Niech q €
{0,1,...,n—1}, niech ey, e, ..., eq bedq dowolnymi dzielnikami liczb co,c1, ..., cq @ niech Gege,...e, € Z[7]
bedzie wielomianem takim, Ze

Geges...eq (O) = €y, geoel...eq(l) = €1, -3 0eper...eq (Q) = €4
Wéwezas jezeli g € Q[z] jest dzielnikiem f € Z[x], to dla pewnych eg, ey, ..., e, zachodzi

Jeoer ...eq |9'

Dowdd. Niech g € Qx| bedzie taki, ze g|f, degg = q. Wobec Twierdzenia 9.1 istnieja wielomiany
g1, h1 € Z[z] takie, ze f = g1hy oraz deg gy = q. Poniewaz ¢; = f(j) = g(j)h(j) dla j € {0,...,q}, wiec
g1(j)|c; dla j € {0,...,q}. Wobec tego g1 = gg,(0)g1(1)...g1(q)- O
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Przechodzimy do dowodu Twierdzenia 9.7.

Dowéd. (=) : Zatézmy, ze co = 0 lub ¢; = 0 lub ... lub ¢, = 0 lub wielomian f jest podzielny przez
jeden z wielomiandw gege,..e,- Jezeli dla pewnego ig zachodzi ¢;, = 0, to x — io| f, wiec f jest rozktadalny.
Jezeli dla pewnych eg, ey, ..., e, zachodzi geoel,,,eq]f, to f jest rozktadalny.

(<) : Zalézmy, ze [ jest rozktadalny w Q[z]. Zalézmy, ze ¢y # 0,¢1 #0,..., ¢, # 0. Wobec Lematu,
dla pewnych eg, e1, . .., e, zachodzi wtedy geye,...c,| f- O



