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8. WYKEAD 8: DZIEDZINY IDEALOW GLOWNYCH. PIERSCIENIE EUKLIDESOWE. ZASTOSOWANIE
JEDNOZNACZNOSCI ROZKEADU DO ROZWIAZYWANIA PEWNYCH ROWNAKN DIOFANTYCZNYCH.

8.1. Dziedziny ideal6éw gléwnych.

Twierdzenie 8.1. Kazdy catkowity pierscien ideatow gltownych jest pierscieniem z jednoznacznym roz-
ktadem.

Dowdd. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem catkowitym (dziedzina) idealéw gléwnych. Pokazemy naj-
pierw, ze kazdy wstepujacy tancuch idealéw jest skoniczony. Istotnie, niech I; C I C ... bedzie wstepu-
jacym lancuchem ideatéw. Niech J = J;2, I;. Wéwczas J < R, ale poniewaz R jest pierscieniem ideatéw
gtownych, wiec J = (a), dla pewnego a € R. W szczegélnosci a € I;,, dla pewnego i € N, a zatem
J = (a) C I, i poniewaz I;, C J, wiec J = I;,. Ponadto:

07

J:]ioCIi0+1CIiO+2C...CUIi:J,
=1

wiec dla j > i zachodzi I; = I;; = J.

Pokazemy, ze R jest pierscieniem z rozkladem. Przypu$émy nie wprost, ze R nie jest pierscieniem
z rozktadem. Woéwczas istnieje niezerowy i nieodwracalny element a € R taki, ze a nie jest iloczynem
elementow nierozktadalnych. W szczegdlnosci a nie jest elementem nierozktadalnym, a wiec a = a1b; dla
pewnych niezerowych i nieodwracalnych aq, b; € R. Zauwazmy, ze a; lub b; nie jest iloczynem elementow
nierozktadalnych: istotnie, gdyby ay = py - ... px oraz by = ¢y - ... - q;, dla pewnych nierozktadalnych
elementow p1, ..., Pk, q1,- - -, q, t0 WOWezas a = a1by = py-... - Prqy - .. .- q whrew zatozeniom. Zatézmy,
ze to a; nie jest iloczynem elementéw nierozktadalnych. W szczegdlnosci a; nie jest nierozktadalny, a
wiec a; = agby dla pewnych niezerowych i nieodwracalnych elementéw as, by € R, z ktérych przynaj-
mniej jeden — powiedzmy as — nie jest iloczynem elementéw nierozktadalnych. Postepujac indukcyjnie
otrzymujemy nieskonczone ciagi ay, as, as, ... oraz by, b, bs, . . . elementéw niezerowych i nieodwracalnych
takich, ze a; = a;410;11, 1 € N. W szczegdlnosei a;11]a;, dla ¢ € N, otrzymujemy wiec nieskoniczony ciag
wstepujacy ideatow

(@) S (@) € (@) S ..
co jest niemozliwe.

Ustalmy a € R i zatézmy, ze a jest elementem nierozkladalnym. Wobec Uwagi 7.11 (5) oraz tego, ze
R jest pierscieniem ideatéw gtownych, (a) jest ideatem maksymalnym w R. Wobec tego jest tez ideatem
pierwszym. A zatem wobec Uwagi 7.11 (4) a jest elementem pierwszym. Tym samym, wobec Twierdzenie
7.1, R jest pierscieniem z jednoznacznym rozktadem. U

Przyklady:

(1) (Zasadnicze twierdzenie arytmetyki) Z jest pierscieniem z jednoznacznym rozktadem.
(2) Niech F bedzie dowolnym ciatem. Wéwczas F[x] jest pierdcieniem z jednoznacznym rozkladem.

Uwaga 8.1. Niech (R, +,-) bedzie dziedzing idealow gléwnych, niech ay, ..., a,,d € R. Wéwczas
d~ NWD(ay,...,a,) wtedy i tylko wtedy, gdy (d) = (ay,...,a,).
Dowdd. (=) : Zatézmy, ze (d) = (a1, ..., a,). Pokazemy, ze d ~ NW D(ay,...,a,). Oczywiscie d|a; dla
i €{1,...,n}. Niech zatem c|a;, i € {1,...,n}. Wtedy a; € (¢), i € {1,...,n}, awiec (ay,...,a,) C (c).
Zatem (d) C (c), wiec c|d.
(<) : Zaldézmy teraz, ze d ~ NW D(ay,...,a,). Poniewaz R jest pierscieniem idealéw gltéwnych,

wiec (aq,...,a,) = (dy), dla pewnego d; € R. Wobec juz udowodnionej czesci twierdzenia, dy ~
NWD(ay,...,a,), a wiec d ~ dj. O



46

Whniosek 8.1. Niech (R, +,-) bedzie dziedzing idealow gléwnych, niech aq, ..., a,,d € R. Wowczas:
(1) 1 ~ NWD(ay,...,a,) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg x1,. ...z, € P takie, Ze 1 = x1a1 + ...+
xnan;
(2) d ~ NWD(ay,...,a,) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq 1, ... .z, € P takie, ze d = x1a1 + ... +
xnan;
(3) jesli istniejq xq, . ...x, € P takie, Ze d = x1a1 + ... + xpa,, to NWD(ay,...,a,)|d.

8.2. Pierscienie euklidesowe.

Definicja 8.1. Niech (R, +, ) bedzie pierscieniem catkowitym.
(1) Funkcje N : R — N U {00} nazywamy norma euklidesowa, jezeli
e N(a) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =0,
e Va,b e R\ {0}(N(a) < N(ab)),
e Va,be R\ {0}3q,r € R(a="bq+r) oraz N(r) < N(b).
(2) Funkcje N : R — NU{oo} nazywamy multyplikatywna norma euklidesowa, jezeli jest normg
euklidesowqg oraz
e Va,b € R\ {0}(N(ab) = N(a)N(b)).
(3) Pierscien R nazywamy pierscieniem euklidesowym, jeZeli istnieje w nim norma euklidesowa.
(4) Pierscien R nazywamy pierécieniem euklidesowym z norma multyplikatywna, jezeli ist-
nieje w nim multyplikatywna norma euklidesowa.

Uwaga 8.2. Niech (R, +,") bedzie pierscieniem euklidesowym, N : R — N U {oo} normg euklidesowq,
niech a,b € R\ {0}. Wowczas:
(1) jezeli alb, to N(a) < N(b);
(2) jezelia ~ b, to N(a) = N(b);
(3) a € U(R) wtedy i tylko wtedy, gdy N(a) = N(1);
(4) jezeli N(a) = N(b) i al|b, to a ~ b.
Ponadto, gdy N : R — N U {oo} jest multyplikatywng norma euklidesowq, to:
(5) jezeli alb, to N(a)|N(b),
(6) a € U(R) wtedy i tylko wtedy, gdy N(a) = 1;
(7) jezeli N(a) jest liczbg pierwszq, to a jest elementem nierozkladalnym.
Proste dowody powyzszych wtasnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie.
Przyklady:

(1) Rozwazmy Z. Jest to pierscien euklidesowy z norma multyplikatywna N : Z — N U {0}, N(a) =
|al.

(2) Rozwazmy F'[z], gdzie F' jest dowolnym ciatem. Jest to pierscieft euklidesowy z norma multypli-
katywna N : Flz] — NU {0},

N(f) = 0, jesli f =0,
C2desS jedli f £ 0.

(3) Rozwazmy Z|w,).
Twierdzenie. Z|w,| jest pierscieniem euklidesowym wtedy i tylko wtedy, gdy

de{-11,-7,-3,—1,2,3,6,7,11,13,17,19, 21,29, 33,37, 41, 57, 73}..

Twierdzenie 8.2. Kazdy pierscien euklidesowy jest dziedzing ideatow gtownych.
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Dowéd. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem euklidesowym, N : R — N U {oo} norma euklidesowa, Niech
{0} # I < P. Pokazemy, ze I jest gtéwny. Istotnie, niech n = min{N(a) : a € I,a # 0} i niech n = N(c).
Wystarczy pokazaé, ze I = (c¢). Inkluzja (D) jest oczywista, a dla dowodu inkluzji (C) ustalmy z € I.
Wéwcezas istnieja ¢, r € R takie, ze

r=qc+r,

oraz N(r) < N(c). Zatem r = x — qc € I oraz N(r) < N(c). Wobec wyboru elementu ¢, r = 0, a wiec
x = qc € (c). O

Whniosek 8.2. Kazdy pierscien euklidesowy jest pierScieniem z jednoznacznym rozkladem.

Przyktad:

(4) Rozwazmy Z[w_19]. Jest to pierscien z jednoznacznym rozkltadem, ale nie jest euklidesowy.

Twierdzenie 8.3 (algorytm Euklidesa). Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem euklidesowym, N : R —
N U {oo} normg euklidesowq, niech a,b € R\ {0}. Wéwczas istniejq ciggi

(qla"'7Qn>

oraz

elementow pierscienia R takie, zZe

a=b-q +r i N(r) < N(b),
b=r1-qa+r2iN(rs) <N(r),

i =ry-q3+ 13 i N(rs) < N(ra),

Th-3 ="Tn—2 Qn-1+ Tp-1 [ N(rnfl) < N(ran)a

Tn—2 = Thn-1"(4n + T'n Z Tn = 0
Ponadto 1,1 ~ NWD(a,b).

Dowdd. Istnienie stosownych ciagéw (q1, o, - ..) 1 (11,79, . ..) wynika z definicji normy. Pokazemy, ze ciagi
te sa skonczone. Przypusémy, ze (ry,re, . ..) jest ciagiem nieskoniczonym. Wowczas (N (ry), N(ra), .. .) jest
nieskonczonym malejacym ciggiem liczb naturalnych, co jest niemozliwe.

Pokazemy, ze r,_1 ~ NW D(a,b). Zauwazmy najpierw, ze r,_1|a i r,_1]|b. Mamy r,_o = 1,1 ¢y, a za-
tem ry,_1|rp_o. Mamy tez rp,_3 = rp_2-Gn_1+7n_1, & wiec r,_1|r,_3. Postepujac indukeyjnie otrzymujemy,
7€ Tp_1l|a i r,_1|b.

Zatézmy, ze cla i c|b. Poniewaz a = b - q; + r1, wiec c¢|ry. Dalej, poniewaz b = rq - qa + 2, wiec c¢|rs.
Postepujac indukeyjnie otrzymujemy, ze c|r,_. U
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8.3. Zastosowanie jednoznaczno$ci rozkladu do rozwigzywania pewnych réwnan diofantycz-
nych.

Lemat 8.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozktadem, niech n € N, niech a,b € R
bedq niezerowymi elementami nieodwracalnymi, niech ¢ € R. Jezeli ab = ¢, to istnieje element u € U(R)
taki, ze ua i u'b sq n-tymi potegami w R. Ponadto, gdy wszystkie elementyv € U(R) sqg n-tymi potegami,
to a i b sqg n-tymi potegami w R.
Dowdéd. Niech ¢ = py - ... - pr bedzie rozktadem elementu ¢ na czynniki nierozktadalne. Wéwczas ab =
py-...-pp jest rozkltadem elementu ab na czynniki nierozktadalne. Poniewaz p;|ab, wiec pla lub p|b. Jesli
p1|1, to ptla, jesli p1|b, to pt|b. Postepujac indukeyjnie dla po, ..., p, otrzymujemy
a=uwp; ... pp oraz b=wapj -...-p},
gdzie {i1, ... ip J1,- st = {1, ... k} i {i, .., b 0 {U1, .- Jst = 0. Zatem vive = 1. Kladac u = vy
otrzymujemy teze. Ul
Przyklad:
(1) Korzystajac z jednoznacznosci rozktadu w pierscieniu Z[v/—2] udowodnié, ze jedynymi catkowi-
tymi rozwigzaniami réwnania z® = y? + 2 sa (3, 5) oraz (3, —5).
Rozwigzanie. Niech (x,y) bedzie rozwiazaniem. Jezeli y jest parzyste, to x jest parzyste, a wtedy
42314 1 y*+2, co jest sprzecznodcig. Zatem y jest nieparzyste. Skoro z° = y*+2, to w piercieniu

Z[\/—2] zachodzi
2t = (y+V-2)(y - vV-2).

Pokazemy, ze 1 ~ NW D(y++/—2,y —+/—2). Istotnie, przypusémy, ze a+by/—2 ~ NW D(y+

V—=2,y —+/—2), przy czym b # 0, a # 1. Zatem
a+0v/=2|(y+vV=-2)— (y—vV-2) =2v-2= (vV-2)°.

v/—2 jest elementem nierozktadalnym w Z[v/—2], zatem a+byv/—2 ~ (v/—2)* dla pewnego k € N.
Ale y jest nieparzyste, wiec v—21y + v/ —2. Wiec a + by/—2 ~ 1.

Mamy, ze U(Z[v—2]) = {£1}. Ponadto £1 sa szeScianami w Z[v/—2], wigc wobec lematu
y++vV—21y— /-2 sa szescianami w Z[v/—2]. Wiec dla pewnych m,n € Z :

y+vV—2=(m+nv-2) = (m® — 6mn?) + (3m>n — 2n*)v/—2.

Zatem 1 = n(3m? — 2n?), skad n = 1 oraz m = +1. Wobec tego y = m® — 6mn? = +5, v = 3.



