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7. WYKLAD 7: PODSTAWOWE POJECIA TEORII PODZIELNOSCI. PIERSCIENIE Z JEDNOZNACZNYM
ROZKLADEM.

7.1. Podstawowe pojecia teorii podzielnosci.

Definicja 7.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem!'® catkowitym. Méwimy, ze element a dzieli b, a,b €
R, (lub Ze a jest dzielnikiem b, lub Ze b jest wielokrotnos$cia a) jezeli istnieje element ¢ € R taki,
ze ac = b. Oznaczamy alb.

Przyktady:

(1) W pierscieniu Z zachodzi 2|10 oraz 3 1 5.
(2) W pierscieniu R[z]| zachodzi x — 1|z — 1.
(3) W pierscieniu Z[i] zachodzi 2 + 5.

Uwaga 7.1. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem calkowitym. Wowczas:

(1) 1|a dla a € R,

2) al0 dla a € R\ {0},

) ala dla a € R\ {0},

) alb Ablc = alc dla a,b € R\ {0}, c € R,

) ula dla w e U(R), a € R,

) jesli dla a € R\ {0}, u € U(R) zachodzi a|u, to a € U(R),

) alby,...,alb, = alriby + ...+ xub, dla a,by, ... by, 20, .. 2, € R\ {0},
) alb A cld = aclbd dla a,b,c,d € R\ {0},

(9) alb = albc dla a,b,c € R\ {0},

(10) aclbc = alb dla a,b,c € R\ {0}.
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Proste dowody powyzszych wlasnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Definicja 7.2. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem catkowitym. Mdowimy, Ze elementy a,b € R sq sto-
warzyszone, gdy alb oraz bla. Oznaczamy a ~ b.
Przyktady:
(4) W pierscieniu Z zachodzi 2 ~ —2.
(5) W pierscieniu R[]z zachodzi 222 4+ 2 ~ z? + 1.
(6) W pierscieniu Z[i] zachodzi 1 ~ —i.
Uwaga 7.2. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym, niech a,b € R. Wowczas
a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje u € U(R) takie, zZe a = bu.
Dowdd. (=) : Zatézmy, ze a|b i bla. Zatem istnieja ¢, d takie, ze ac = b i bd = a. Wobec tego bdc = ac = b,
wiec de = 1,1 a zatem d € U(R).
(<) : Zalézmy, ze a = bu oraz u € U(R). W szczegdlnosci bla. Ponadto au™
Przyktady:
(7) W pierscieniu Z mamy U(Z) = {£+1}. Zatem a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy a = +b.
(8) W pierscieniu F[z], gdzie F jest dowolnym ciatem, mamy U(F[z]) = F*. Zatem [ ~ g wtedy i
tylko wtedy, gdy f = ag, dla pewnego elementu a € F*.

1 =, wiec alb. O

160)d teraz “pierscien” bedzie zawsze oznaczal “pieréciefi przemienny z jedynka”.
17Korzystaumy tu z faktu, ze w pierécieniu calkowitym zachodzi prawo skracania.
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(9) W pierscieniu Z[i]| mamy U(Z[i]) = {£1, £i}. Zatem a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy a = b lub
a = +ib.

Uwaga 7.3. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym. Wowcezas relacja ~ jest relacjg rownowaz-
no$ci w zbiorze R\ {0}.

Definicja 7.3. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem catkowitym.
(1) Element nieodwracalny i niezerowy a € R nazywamy nierozkladalnym, jezeli dla wszelkich
b,c € R jeslia =bc, tobe U(R) lub c € U(R).
(2) Element nieodwracalny i niezerowy a € R nazywamy rozktadalnym, jezeli istniejq niezerowe i
nieodwracalne elementy b, c € R takie, zZe a = bc.

Przyktlady:

(10) Rozwazmy pierscien Z. Wéwcezas a jest nierozkltadalny wtedy i tylko wtedy, gdy a lub —a jest
liczbg pierwsza.
(11) Rozwazmy F[x], gdzie F jest dowolnym ciatem.
e Jezeli deg f =1, to f jest nierozkladalny.

Dowaod. Zatézmy, ze f = gh. Wowczas 1 = deg f = degg + degh, zatem degg = 0 lub
degh =0, wiec g € U(Fx]) lub h € U(F[z]). O

e Jezeli deg f = 2 lub deg f = 3 i f nie ma pierwiastkow w ciele F', to f jest nierozktadalny.
Dowdd. Zatézmy, ze f = gh dla g,h ¢ U(F[z]). W szczegblnosci deg g, deg h # 0. Wowcezas

{2,3} > deg f = deg g+ degh, a zatem deg g = 1 lub deg h = 1, wiec g lub h ma pierwiastek
w F', co daje sprzecznosc. O

(12) Rozwazmy Z[z]. Wowcezas 2z + 2 jest rozktadalny, bo 22 +2 = 2(x + 1), 2 ¢ U(Z[z]), v + 1 ¢
U(Z|z)), ale deg(2z + 2) = 1.
(13) Rozwazmy Z[i]. Wowczas 3 jest nierozkladalny, ale 5 jest rozktadalny.

Definicja 7.4. Niech (R, +, ") bedzie pierscieniem catkowitym. Element nieodwracalny i niezerowy a € R
nazywamy pierwszym, jezeli dla wszelkich b,c € R jezeli a|bc, to alb lub alc.

Przyktady:

(14) Rozwazmy pierscien Z. Wowczas a jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy a lub —a jest liczba
pierwsza.
(15) Rozwazmy F'[z|, gdzie F jest dowolnym cialem. Wéwcezas x jest elementem pierwszym.

Dowdd. Zatézmy, ze x|fg, dla pewnych f, g € F[z|. Wéwczas z-h = fg, dla pewnego h € Flz|. W
szczegolnosei fg(0) = 0, wiec f(0) = 0 lub g(0) = 0. Wobec twierdzenia Bezout x|f lub z|g. O

Uwaga 7.4. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem calkowitym, niech a € R. Jesli a jest pierwszy, to jest
nierozktadalny.

Dowdéd. Zatdzmy, ze a = be. Woéwezas albe, a wige alb lub alc. Jedli alb, to dla pewnego d € R zachodzi
ad = b. Zatem b = bed, czyli ed = 1, a wiec ¢ € U(R). Jesli alc to, podobnie, b € U(R). O

Przyktad:
(16) Rozwazmy Z[\/—5]. Wowczas 3 jest nierozkladalny, ale nie pierwszy.

Uwaga 7.5. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem catkowitym, niech a ~ b. Wowczas:



(1) a jest nierozktadalny wtedy i tylko wtedy, gdy b jest nierozkladalny,
(2) a jest pierwszy wtedy 1 tylko wtedy, gdy b jest pierwszy,
(3) alc wtedy i tylko wtedy, gdy blc,
(4) cla wtedy i tylko wtedy, gdy c|b.

Proste dowody powyzszych wtasnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie.
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Definicja 7.5. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem caltkowitym, niech aq,. .., a,,d € R. Element d nazy-

wamy najwiekszym wspollnym dzielnikiem elementow aq, ..., a,, gdy
(1) dlag, ..., d|ay,
(2) jesli, dla dowolnego ¢ € R, clay, ..., cla,, to wowczas c|d.

Oznaczamy d ~ NWD(aq, ..., a,).

Uwaga 7.6. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem calkowitym, niech ay, ..., a,,dy,dy € R. Niech dy ~

NWD(ay,...,a,) orazdy ~ NWD(ay,...,a,). Wowczas dy ~ ds.

Dowod. Wobec deﬁmcp d1|a1, ce ,dl‘(ln i dz‘(ll, c. ,d2|an, WIQC d1|d2 oraz d2|d1. O

Przyktlady:
(17) Rozwazmy Z. Wowczas 4 ~ NW D(8,12).

(18) Rozwazmy Z[v/—6]. Wowczas nie istnieje najwickszy wspélny dzielnik elementéw 6 oraz 2/ —6.

Uwaga 7.7. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem calkowitym. Zalézmy, Ze we wszystkich poprzednikach
ponizszych implikacyi istniejg stosowne najwieksze wspolne dzielniki. Wowczas istniejg tez najwieksze

wspolne dzielniki w nastepnikach implikacyi © ponadto:

(1) jesli d ~ NWD(ay,...,a,) 1 a; =ddl,...,a, =dal, to1l ~ NWD(d,...,ad,);

(2) jesli alay, ..., ala,, toa~ NWD(a,ay,...,a,);
(3) jesli a jest nierozkladalny, to

NWD(a,aq,...,a,) ~ {
4) NWD(cay,...,ca,) ~cNWD(ay,...,a,);

)
)
) NWD(ay,...,a,) ~ NWD(NWD(ay,...,an-1),an);

) jesli 1 ~ NWD(a,b, to 1 ~ NWD(a* b)), dla k,l € N;

) jesli 1 ~ NW D(a,b) ialbc, to alc;

) jesli 1 ~ NW D(a,b) i albfc, to alc;

) NWD(a,b) ~ NWD(a,b=+ ac);

) jesli dy ~ NWD(a,b) i dy ~ NWD(a,b,c), to dy ~ NWD(dy,c);

(
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1, gdyata; dla pewnego i € {1,...

jesli 1 ~ NWD(a,a;), dlai € {1,...,n}, tol ~ NWD(a,ay,...,a,);

a, gdya|a; dla wszelkich i € {1,...,n};

(12) jesli dy ~ NW D(a,b), dy ~ NWD(a,b,c) i ds ~ NWD(b,c), to ds ~ NWD(dy,ds).

Proste dowody powyzszych wtasnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Definicja 7.6. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem caltkowitym, niech aq, ..

San,w € R. Element w

nazywamy najmniejszg wspolng wielokrotnoscia elementow aq, ..., a,, gdy
(1) ar|w, ..., a|w,
(2) jesli, dla dowolnego ¢ € R, ai|w,...,a,|w, to wéwczas w|c.

Oznaczamy d ~ NWW (aq, ..., a,).
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Uwaga 7.8. Niech (R,+,-) bedzie piercieniem catkowitym, niech aq, ..., a,,d;,ds € R. Niech wy ~
NWW (ay,...,a,) oraz wy ~ NWW(ay,...,a,). Wowczas wy ~ ws.

Przyktady:
(19) Rozwazmy Z. Wowczas 24 ~ NWIW (6, 8).
(20) Rozwazmy Z[v/—3|. Wéwczas nie istnieje najmniejsza wspélna wielokrotnosé elementéw 21 1 +

v—3,ale 1 ~ NWD(2,1+4+/-3).

Uwaga 7.9. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem catkowitym, niech a,b € R. Jesli istnieje NWW (a,b),
to istnieje NW D(a,b) oraz
ab ~ NWD(a,b)NWW (a,b).

Dowdd. Niech w ~ NWW (a,b). Wowczas alab oraz blab, istnieje zatem d € R takie, ze dw = ab.
Pokazemy, ze d ~ NW D(a,b).

Pokazemy, ze d|a i d|b. Istotnie, niech o’ i & beda takimi elementami, ze w = aa’ oraz w = bb'. Wowczas
ab = dw = daa’ oraz ab = dbV/, a wiec b = da’ oraz a = dl/, czyli d|b oraz d|a.

Ustalmy d' € R i zatézmy, ze d'|a oraz d'|b. Pozostaje pokazaé, ze d'|d. Istotnie, niech a” i b” beda
takimi elementami, ze a = a”d’ oraz b = b"d'. Wowczas ala”b”d’ oraz bla”b"d' i skoro w ~ NWW (a,b),
to w|a"b’d'. Zatem ab = wd|a”b’d'd i skoro ab = a”d'b"d’, wiec d'|d. d

Uwaga 7.10. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem catkowitym. Zatézmy, Ze we wszystkich poprzednikach
ponizszych implikacji istniejq stosowne najwieksze wspolne dzielniki i najmniejsze wspolne wielokrotnosci.
Wowczas istniejq tez najwieksze wspolne dzielniki i najmniejsze wspolne wielokrotnosci w nastepnikach
implikacyi © ponadto:

(1) alb wtedy i tylko wtedy, gdy a ~ NW D(a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy b ~ NWW (a,b);

(2) NWW(ay,...,a,) ~ NWW(NWW(ay,...,a,1),a0,);

(3) NWD(a, NWW(b,c)) ~ NWW(NW D(a,b), NWD(a,c));

(4) NWW (a, NWD(b,c)) ~ NWD(NWW (a,b), NWW (a,c));

(5) NWD(a+b, NWW (a,b)) ~ NWD(a,b).

Proste dowody powyzszych wtasnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Uwaga 7.11. Niech (R,+, ) bedzie pierscieniem calkowitym, niech a,b,c € R\ {0}. Wowczas:
(1) alb wtedy i tylko wtedy, gdy (a) D (b);

(2) a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy (a) = (b);

(3) a € U(R) wtedy i tylko wtedy, gdy (a) = R;

(4) a jest elementem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy (a) jest idealem pierwszym,

(5) a jest elementem nierozkladalnym wtedy i tylko wtedy, gdy (a) jest elementem maksymalnym w

rodzinie ideatow gtownych pierscienia R;

(6) a jest elementem rozkladalnym wtedy i tylko wtedy, gdy (a) nie jest elementem maksymalnym w

rodzinie ideatow gtownych pierscienia R.

3
4
)

Dowad. (1) (=) : Zalbézmy, ze a|b. Woéwczas ac = b dla pewnego ¢ € R, wiec b € (a), wiec (b) C (a).
(<) : Zalézmy, ze (a) D (b). Wowcezas b € (a), czyli b = ac dla pewnego ¢ € R, czyli alb.
(2) Wynika wprost z (1).
(3) Oczywiste.
(4) (=) : Zalézmy, ze a jest elementem pierwszym. Niech xy € (a). Wéwczas xy = as, dla pewnego
s € R, wiec alzry, a zatem alz lub a|y. Wobec tego aa; = = lub aay = y, dla pewnych ay,as € R,
czyli z € (a) lub y € (a).
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(<) : Zalézmy, ze (a) jest ideatem pierwszym. Niech a|zy. Wowczas xy = as, dla pewnego
s € R, wiec xy € (a), a zatem x € (a) lub y € (a). Wobec tego aa; = = lub aas = y, dla pewnych
ai,as € R, czyli a|z lub aly.
(5) (=) : Zalézmy, ze a jest nierozkladalny. Niech (a) C (¢) C R, dla pewnego ¢ € R. Wéwezas c|a,
czyli cx = a, dla pewnego x € R. Wobec tego ¢ € U(R) lub x € U(R). Zatem (¢) = R lub a ~ ¢
i tym samym (a) = (c).
(<) : Zalézmy, ze (a) jest elementem maksymalnym w rodzinie ideatéw gltéwnych pierscienia
R. Przypusémy, ze a = be dla b, ¢ ¢ U(R). Woéwcezas a = b oraz a » ¢ i tym samym (a) C (¢) € R,
co jest sprzecznoscia.
(6) Wynika wprost z (5).
Il

7.2. Pierscienie z jednoznacznym rozkladem.

Definicja 7.7. Niech (R, +,") bedzie pierscieniem catkowitym.

(1) Pierscien R nazywamy pierscieniem z rozktadem gdy kazdy niezerowy i nieodwracalny element
tego pierscienia mozna przedstawié w postact iloczynu elementow nierozkiadalnych.

(2) Pierscien R nazywamy pierscieniem z jednoznacznym rozkladem (lub pierscieniem gaus-
sowskim, lub UFD') gdy kaidy niezerowy i nieodwracalny element tego piericienia mozna
przedstawié w postaci tloczynu elementow nierozktadalnych w sposob jednoznaczny z doktadno-
scig do stowarzyszenia.

Przyklady:
(1) Zdefiniujmy

2 Y

e LVd gdy d=1 mod 4,
a Vd, w przeciwnym przypadku

i rozwazmy pierscien Z[wg.
Twierdzenie. Jezeli d < 0, to Zlw,] jest pierscieniem z jednoznacznym rozkladem wtedy i tylko
wtedy, gdy d € {—1,—-2,-3,—7,—11,—-19,—43, —67, —163}.
Uwaga. Jezeli d > 0, to wsrod d € {1,...,100} jest 38 takich, ze Z|wq] jest pierscieniem z jedno-
znacznym rozktadem. Ogdlnie nie wiadomo, czy pierscieni Z|wq] o tej wlasnosci jest nieskoriczenie
wiele.

(2) Rozwazmy Z[\/—5]. Istotnie, Z[v/—5] nie jest pierscieniem z jednoznacznym rozktadem, albowiem

3:3=(2++v-5)(2—-V-b).

Uwaga 7.12. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym z jednoznacznym rozktadem. Niech a € R
i niech @ =p1y - oo P P2y s Do, Pry -t Py, bedzie rozkladem elementu a na iloczyn elementow
nierozktadalnych, przy czym pi, ~ pi,, i € {1,...,n}, s;t € {1,...,k} oraz p;, Pi, dla i # 7,
s,t € {1,...,k}. Wéwczas

a=upi ... -p u e U(R).
Ponadto, jezeli a = up’f1 coepkn = Uplf - pln sq dwoma rozktadami takiej postaci oraz pi, ..., pn SQ
paramsi niestowarzyszone, to

ey =1, k= L

BUnique factorization domain.
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Tak wiec jezeli oznaczymy przezP(R) zbidr reprezentantow klas abstrakcji wzgledem relacji stowarzyszenia
wyznaczonych przez elementy nierozktadalne, to kazdy element a ma jednoznaczne przedstawienie postaci

_ k1 k
a=upy :...-p.",

gdzie w € U(R), p1,...,pn € P(R) sq parami réine, ky,...,k, € N, n € N. Przedstawienie takie
nazywamy rozkladem kanonicznym.

Dowdd. Niech py,,...,p1,, beda elementami nierozktadalnymi, pi, ~ py, , s,t € {1,...,k}. Pokazemy,

Ze Py .1, = up’ﬂ dla pewnego v € U(R). Istotnie, poniewaz py, ~ pi, dla s € {2,...,k}, wiec
istnieja ug, ..., ux, € U(R) takie, ze p1, = usp1,,, s € {2,...,k}. Zatem:
P - Py = P1yU2P1y v Uk, Py, = Uplﬂ
Niech up’fl coephn = vplll ..o pldla p; < pj, i # j. Pokazemy, ze ky = ly,. .., k, = l,. Istotnie,
przypuséémy, ze ky > l;. Wowcezas up'fl_l1 coephn = 1)10122 «...opln oraz ky —1; > 0. Wobec jednoznacznosci
rozkladu p; ~ p;,, dla ig € {2,...,n}, co jest sprzeczne z przyjetymi zatozeniami. O

Uwaga 7.13. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem catkowitym z jednoznacznym rozkladem. Niech a,b €

R\ {0} i niech a = upt - ... pin, gdzie w € U(R), pu, ..., pn € P(R) sq parami rézne, bedzie rozkladem
kanonicznym. Wéwezas bla wtedy i tylko wtedy, gdy b = vplt - ... - plr, gdzie v € U(R) oraz I; < ki,
ie{l,...,n}.

Dowdd. (<) : Oczywiste. (=) : Zalézmy, ze a = be, dla pewnego ¢ € R. Wowezas upt™ - ... - pkr = be i
wobec jednoznacznosci rozktadu, w rozktadzie b i ¢ wystepuja elementy nierozktadalne stowarzyszone z
P1s ... e Niech wiec b = vp! el e=0pl M Zatem ky =1 +my > 1, i€ {1, kY. O

Twierdzenie 7.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem calkowitym z rozkiadem. Nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(1) R jest pierscieniem z jednoznacznym rozktadem;
(2) kazdy element nierozkladalny w R jest pierwszy;
(3) dla kazdych dwdch elementéw niezerowych istnieje ich najwiekszy wspolny dzielnik.

Dowdd. (1) = (3) : Zalézmy, ze R jest piericieniem z jednoznacznym rozktadem. Niech a = upt' -. . .-pkn,
b=wpl ... pl (dopuszczamy k;, I; = 0). Niech m; = min{k;,[;} i niech d = p["* - ... - p™».

Pokazemy, ze d ~ NW D(a, b). Oczywiscie d|a i d|b. Niech c|a i c|b. Wobec Uwagi 7.13 ¢ = wpi*-...-p',
gdzie w € U(R), s; < ks, 8; < l;;i € {1,...,n}. Zatem s; < m; = min{k;, [;}, i € {1,...,n}, wiec c|d.

(3) = (2) : Zalézmy, ze dla kazdych dwdch elementéw niezerowych istnieje ich NWD. Niech p bedzie
elementem nierozktadalnym. Niech p|ab.

Pokazemy, ze pla lub p|b. Istotnie, przypusémy, ze p f a i p { b. Woéwczas 1 ~ NWD(p,a) i 1 ~
NWD(p,b). Zatem 1 ~ NW D(p, ab), co jest sprzecznoscia, bo plab i p jest nierozktadalny.

(2) = (1) : Zalbézmy, ze kazdy element nierozkladalny w R jest pierwszy. Niech py-...-pp = q1-. .. qm,

gdzie n,m € N oraz py,...,pn,q1,---,qm sa nierozktadalne. Pokazemy, ze n = m oraz, po ewentualne;j
zmianie numeracji, p1 ~ qi, - . ., Pn ~ ¢n. Dowod przeprowadzimy indukcyjnie wzgledem n.

Jeslin =1,top =q1-...  qn. Skoro p1,qi,...,q, sa nierozktadalne, to m = 11 p; = ¢, wiec i
p1~ q1.

Jesli n > 1, to zatézmy prawdziwos¢ twierdzenia dla k < n. Poniewaz py - ... - p, =q1 ...  Gm, Wiec

1|1 - .- @m. Poniewaz p; jest nierozktadalny, wiec p; jest pierwszy. Zatem dla pewnego iy € {1,...,m}
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zachodzi p1|q;,, przy czym mozemy zatozy¢, ze iy = 11 tym samym p;|q;. Poniewaz ¢; jest nierozktadalny,
wiec p; ~ q1. Zatem q; = upy, dla pewnego u € U(R). Mamy wiec

Pr---."Pn=UP1q2 " ... " Gm,
a stad

P2 P =UQ2 " .. Q-
Oczywiscie uqgo jest nierozktadalny. Zatem wobec zalozenia indukcyjnego n — 1 = m — 1 oraz py ~ ugy ~
qQ2y - Pn ~ Qn- U

Definicja 7.8. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem calkowitym z jednoznacznym rozkladem. Niech p €
P(R). Funkcje v, : R — Z U {00} zdefiniowang wzorem
ki? ]es/h’p:pz?
Up(a) = O? jeS/lZp ¢ {pla"'7pn}7
oo, jeslia =0,
gdzie a = up"f1 <. ..o phnjest rozktadem kanonicznym elementu a, nazywamy waluacjg p-adyczna.

Uwaga 7.14. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem catkowitym z jednoznacznym rozkladem. Niech p €
P(R) i niech v, : R — Z U {oo} bedzie jego waluacjg p-adyczng. Wowcezas:

(1) jeslia # 0, to vy(a) > 0;

(2) vy(a) =0 dla prawie wszystkich p € P(R);

(3) jeslia € R, to a=ul],cpp) P ve(@) - dla pewnego u € U(R);

(4) vy(ab) = vy(a) + v,y(b), dla a be R,

(5) vp(a +b) > min{v,(a), vp(b)}, dla a,b € R;
(6) jesli a,b € R, to alb wtedy i tylko wtedy, gdy v,(a) < v,(b), dla wszystkich p € P(R).

Proste dowody powyzszych wtasnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Uwaga 7.15. Niech (R, 4+, -) bedzie pierscieniem calkowitym z jednoznacznym rozktadem. Niech a,b € R.
Wowczas:

(1) istnieje najwickszy wspolny dzielnik elementéow a i b oraz zachodzi wzor
NWD CL b H pmln{vp Up b)}
pEP(R)
(2) istnieje najmniejsza wspolna wielokrotnosé elementéw a i b oraz zachodzi wzor
NWW CL b H pmax{vp Up b)}
pEP(R)
Dowdd. (1) Poréwnaj dowdd implikacji (1) = (3) w Twierdzeniu 7.1.
(2) Cwiczenie.



