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6. WYKEAD 6: TORSYJNE GRUPY ABELOWE; GRUPY ABELOWE SKONCZONE.
6.1. Iloczyny (sumy) proste wewnetrzne i zewnetrzne.

Uwaga 6.1. Niech (G, -) bedzie grupg, Hi, Hy < G. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(]_) G = H1H2 oraz H1 N H2 = {1},
(2) kazdy element g € G ma jednoznaczne przedstawienie w postaci

g = h1h27
gdzie hy € Hy oraz hy € H,.

Dowdd. (1) = (2): Zalézmy, ze G = H1Hy oraz Hy N Hy = {1}. Zalézmy, ze dla pewnych hy, b} € H;
oraz hy, hl, € Hy zachodzi hihy = b hl,. Wowczas (b)) "*hy = hiyhy' € Hy N Hy = {1}, wiec hy = R}, oraz
ho = hi,.

(2) = (1): Zatézmy, ze kazdy element g € G ma jednoznaczne przedstawienie postaci g = hyho, gdzie
hy € Hy, ho € Hy. Wowczas oczywiscie G = HiH,. Zalézmy, ze g € Hy N Hy. Woéwczas g=¢g-1=1-g.
Zatem g = 1. Il

Oznaczenie: Gdy (G, +) zapisana jest w notacji addytywnej, piszemy H; + Hy zamiast HyHs.
Definicja 6.1. Niech (G,-) bedzie grupg, Hi, Hy < G.

(1) G jest stabym iloczynem (sumg) wewnetrznym podgrup Hy i Hy, gdy spelnia jeden (a wigc
wszystkie) warunki Uwagi 6.1.
(2) G jest stabym iloczynem (sumg) polprostym wewnetrznym podgrup Hy, i Hs, gdy jest
stabym iloczynem (sumgq) wewnetrznym oraz H; < G lub Hy < G.
(3) G jest stabym iloczynem (suma) prostym wewnetrznym podgrup Hy i H, gdy jest stabym
iloczynem (sumq) wewnetrznym oraz Hy <G i Hy < G.
Przyktady:

(1) Rozwazmy grupe D(n). Niech Obr(n) oznacza grupe obrotéw, a Odb(n) dowolna dwuelemento-
wa grupe generowana przez odbicie. Wowczas D(n) = Obr(n) - Odb(n) jest stabym iloczynem
polprostym wewnetrznym, ale nie jest stabym iloczynem prostym wewnetrznym.

(2) Rozwazny grupe abelowa (A, -). Kazda podgrupa grupy abelowej jest normalna, a wiec

A jest stabym iloczynem wewnetrznym < A jest stabym iloczynem poétprostym wewnetrznym
< A jest stabym iloczynem prostym wewnetrznym.

Uwaga 6.2. Niech (G, -) bedzie grupg, Hi, Hy < G. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) odwzorowanie ¢ : Hy X Hy — G dane wzorem ¢(hy, hy) = hihy jest izomorfizmem;

(2) G = H1H27 HiNH, = {1} oraz Vhy € HiVhy € Hg(hth = hghl);

(3) G jest stabym iloczynem prostym wewnetrznym podgrup Hy i Hy.
Dowdd. (1) = (2) : Poniewaz ¢ jest izomorfizmem, wiec jest surjekcja, a zatem G = H;H,. Ustalmy
hy € Hy, hy € Hy. Wowczas:

hihy = ¢(h1, ha) = ((B(ha, he)) ™)™ = (B(hy ', b3 1)) ™ = (hithy )™ = ((haln) ™) ™F = hoha.
Przypusémy, ze istnieje 1 # g € Hy N Hy. Wowezas ¢(1,g9) = g = ¢(g,1), wbrew zalozeniu, ze ¢ jest
izomorfizmem, a wiec injekcja.
(2) = (3) : Wystarczy udowodnié, ze H; < G i Hy < G. Ustalmy g € G i niech g = hyhy dla hy € Hy,

hy € Hs. Ustalmy h € H;. Wowczas:

ghg_l = hlhgh(hlhg)_l = hlhghhglhl_l = hlhghglhhl_l = hlhhl_l S Hl,
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a zatem gH,g~' C H,. Podobnie pokazujemy, ze Hy < G.

(3) = (1) : Poniewaz G jest stabym iloczynem prostym wewnetrznym, a wiec w szczegdlnosci stabym
iloczynem wewnetrznym, wiec odwzorowanie ¢ jest dobrze okreslona bijekcja. Ustalmy (hy, ha), (b}, hY) €
H, x Hy. Wowezas:

O((h1, ha) - (B, 1)) = @(hahy, hohy) = hahihohly = hahohlihy = ¢(ha, ha)(hy, BS),
a wiec ¢ jest homomorfizmem. O

Definicja 6.2. Niech Hy, Hy bedg grupami. Grupe Hy x Hy nazywamy iloczynem (suma) prostym
zewnetrznym grup Hqy @+ Hs.

Oznaczenie: Gdy H, i Hy zapisane sg w notacji addytywnej, piszemy H; & Hy zamiast Hy x H,. Ze
wzgledu na izomorfizm z Uwagi 6.2, bedziemy na ogbél méwi¢ po prostu o iloczynach (sumach) prostych,
bez rozrézniania miedzy stabymi iloczynami (sumami) prostymi wewnetrznymi a iloczynami (sumami)
prostymi zewnetrznymi. Opisane konstrukcje w naturalny sposéb przenoszg sie na dowolng skonczong
liczbe grup. W ten spos6b méwimy o iloczynach (sumach) prostych grup Hy,..., H,, ktére oznaczaé
bedziemy przez Hy X ... x H,, lub H; & ... & H, w notacji addytywnej. Konstrukcje te przenosza si¢
takze na nieskonczona liczbe grup, nie bedziemy sie jednak nimi zajmowac

6.2. Torsyjne grupy abelowe; grupy abelowe skonczone.

Definicja 6.3. Grupe nazywamy torsyjna, jezeli kaidy element ma rzqd skonczony. Jezeli rzedy ele-
mentow sqg wspolnie ograniczone, to ograniczenie to nazywamy wykltadnikiem grupy. Grupe nazywamy
beztorsyjna, gdy kazdy element ma rzqd nieskonczony.

Definicja 6.4. Niech (A,+) bedzie grupg abelowq. Zbior wszystkich elementéw grupy A o skoriczonym
rzedzie nazywamy czedcia torsyjna grupy i oznaczamy T(A).

Uwaga 6.3. Niech (A, +) bedzie grupg abelowg. Wowczas:
(1) T(4) < 4,
(2) T(T(4)) = T(A),
(3) jezeli B < A, to T(B) = BNT(A),
(4) jezeli A= B, to T(A) = T(B),
(5) T(A®B)=T(A)®T(B).

Proste dowody powyzszych wtasnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Definicja 6.5. Niech (A,+) bedzie grupg abelowa, niech p bedzie liczbg pierwszq. Zbior wszystkich ele-
mentow grupy A, ktorych rzad jest potegq liczby p nazywamy p-komponenta (lub p-sktadowa) grupy
A i oznaczamy T,(A).

Uwaga 6.4. Niech (A, +) bedzie grupg abelowg. Wowczas:
(1) T,(A) <T(A) < A,
(2) Ty(T,(A)) = T,(A) = T,(T(4)),
(3) jezeli B < A, to T,(B) = BNT,(A),
(4) jezeli A= B, to T,(A) = T,(B),
(5) T,(A® B) = T(A)@T(B)
(6) jezeli A jest skoticzenie generowang torsyjng grupg abelowq, to T,(A) = {0} dla prawie wszystkich
liczb pierwszych p,

(7) Tp(A/T,(A)) = {0}
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Proste dowody powyzszych wtasnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 6.1. Niech (A, +) bedzie grupg abelowq torsyjng, niech py, ..., pn bedg wszystkimi liczbami
pierwszymi, dla ktorych T,,(A) # {0}, i € {1,...,n}. Wowczas:

(1) A jest sumq prostq wszystkich swoich p-komponent:
A=T,(A)&...e&T, (A4),

(2) jezeli A jest sumq prostg pewnych p-grup B(p), p € {q1,---,qn}, A= B(q1) ® ... ® B(qm), to
{p17 ce 7pn} = {Q17 s an} oraz:
T,,(A) = B(pi), dlaie{l,...,n}.
Dowad. (1) Pokazemy, ze A = T, + ... + T, (A). Ustalmy a € A. Niech r(a) = n = pi* - ...-
pyr, dla pewnych liczb pierwszych py,...,pk, k > n. Niech n; = 2%, i€ {1,...,k}. Wowcza
NWD(ny,...,ng) =1, wiec istnieja 1, ...,z € Z takie, ze

T+ ... +npx, = 1.

Zatem:

ni1T1a + ...+ NgTra = a.
Ponadto dla i € {1,...,k}, pi'nx;a = pfip?i 20 = zna = 0, a wiec r(n;xa)|pk, wiee nizia €
T, (A).

Pokazemy, ze A = T, @& ... ® T, (A). Przypustémy, ze dla pewnego a € A, po ewentualnej
zmianie numeracji:

a=a+...+a,=by+...+by,a;,b; €T, (A),ie{l,...,n},
przy czym a; # by. Woéwcezas:
a; — by = (bg —ag) + ...+ (by — an)
oraz a; — by € T),(A). Z drugiej strony
r((by — as) + ...+ (by — @n)) [INWW (r(by — as), (b, — an)) = NWW (%, ..., pk),

dla pewnych Iy, ... 1, € N. Zatem r(a; —by) = 1, czyli a; —b; = 0, a wiec a; = by, co doprowadza
nas do sprzecznosci.
(2) Ustalmy i € {1,...,n}. Zauwazmy, ze

T,

pi

_ ) B(pi), jezeli pi = q,
(Bla)) = {{0}7 jezeli p; # q.

Wobec tego:
Tp(A) = Tp,(B(q1) @ - ® Blgm)) = T, (B(q1)) @ - .. ® T, (B(gm)) = B(pi)-
O

Lemat 6.1. Niech (A, +) bedzie grupg abelowq skoniczong. Jezeli p | |Al, to wowczas T,(A) jest jedyng
p-grupg Sylowa w grupie A.
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Dowdd. Poniewaz A jest abelowa, wiec wszystkie jej podgrupy sa normalne, w szczegdlnosci podgrupy
Sylowa. Wobec twierdzenia Sylowa istnieje p-podgrupa Sylowa H i jako normalna jest jedyna.
Pokazemy, ze T,(A) = H. (C): Ustalmy a € T,(A). Woéwczas r(a) = p', dla pewnego | € N, czyli (a)
jest p-grupa. Wobec twierdzenia Sylowa (a) C H, wiec w szczegélnosci a € H. (D): Ustalmy a € H.
Wéwezas r(a) | |H|, a wigc r(a) = p', dla pewnego | € N, czyli a € T,(A). O

Whniosek 6.1 (II twierdzenie strukturalne). Niech (A,+) bedzie grupg abelowq skoriczong, niech |A| =
p’fl o opkn ) gdzie py, ..., pn sq parami réinymi liczbami pierwszymi. Wowcezas grupa A ma jednoznaczne
przedstawienie w postact sumy prostej p-grup:

A=T,(A)s...eT, (A).
Oznaczenie: Niech (A, +) bedzie grupa abelowa, niech p € P bedzie liczba pierwsza. Oznaczamy:
pA={pa:ac A}

Uwaga 6.5. Niech (A, +) bedzie grupg abelowq, niech p € P bedzie liczbg pierwszqg. Wowczas:

(1) pA <A,
) jezeli A jest skoniczong grupg cykliczng oraz |A| = p*, to pA jest grupg cyklicang i |pA| = pF=1,
) jezeli B < A, to pB = BN pA,
) jezeli A= B, to pA = pB,
) p(Ax B) = pA X pB,
) odwzorowanie ¢ : A — pA dane wzorem ¢(a) = pa jest surjektywnym homomorfizmem,
) jezeli A jest grupg abelowq skonczong, to:
(a) gdy p||Al to [pA| <[A],
(b) gdy p1|A], to [pA| = |A].

(2
(3
(4
(5
(6
(7

Proste dowody powyzszych wtasnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 6.2. Niech (A, +) bedzie skoticzong p-grupg abelowg. Wowczas grupa A jest sumg prostq
p-grup cyklicznych.

Dowdd. Niech |A| = p". Dowdd prowadzimy indukcyjnie wzgledem n. Jezeli n = 1, to |A| = p, a
zatem A = 7, i A nie ma wtadciwych podgrup, a sama jest grupa cykliczna. Jezeli n > 1, to zatézmy,
ze twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich liczb [ € N, [ < n. Wobec ostatniej czeSci Uwagi 6.5,
IpA| < |Al, niech wiec |pA| = p', dla I < n. Wobec zalozenia indukcyjnego

pA={a1)®...D (a,),
dla pewnych elementéw aq,...,a, € pA o rzedach bedacych potegami liczby p. Niech z,...,z, € A
beda takimi elementami, ze ay = pzy,...,a, = px,.

Pokazemy, ze (x1) + ...+ (x,) jest grupa, ktéra jest suma prosta grup (zy),...,{(x,). Sprawdzenie,
ze jest to istotnie grupa, pozostawiamy jako ¢wiczenie, a dla udowodnienia, ze jest to suma prosta,
przypusémy, ze

kl.fCl = kQ.TQ + ..+ ]{ITJL'T,
dla pewnych kq, ..., k. € N. Wowczas

kipxy = kopxo + ... + k.px,,

i poniewaz (a1) @ ... ® {(a,) jest suma prosta, wiec k1 = ko = ... =k, = 01 tym samym (z1) N ((z2) +
...+ (x,)) = {0}. Podobnie sprawdzamy, ze (z;) N ({(z1) + ...+ (z;-1) + (xip1) + ... + (x,)) = {0}, dla
i€{2,...,r}
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Niech zatem H = (z1) & ... & (x,). Rozwazmy rodzing
B={B<A:BnH={0}}.

Jako rodzina podgrup grupy skonczonej B jest skonczona, w szczegdlnosci zawiera element maksymalny:.
Oznaczmy go przez B. Zauwazmy, ze B + H jest grupa oraz wobec okreslenia B jest to suma prosta
grup B i H.

Pokazemy, ze A = B @ H. Inkluzja (D) jest oczywista, pozostaje wykazaé inkluzje (C). Przypusémy,
ze istnieje a € A taki, ze a ¢ B+ H. Wowczas pa = ph dla pewnego h € H. Ponadtoc=a—h ¢ B+ H
oraz pc = pa — pb = 0. Wobec maksymalnoséci B, ({c} U B) N H # {0}, a wiec istnieja h; € H oraz
by € B takie, ze

0 # hy =kc+ by, oraz 0 < k < p.
Poniewaz NW D(k,p) = 1, wiec dla pewnych s,t € Z:
sk+tp =1,
a wiec
¢ = (sk +tp)c = skc = shy — sby € H + B,
co daje sprzecznosc.

Dla zakonczenia dowodu zauwazmy, ze |B| < |A|, wiec B jest suma prosta p-grup cyklicznych. Wobec
tego B i H sg sumami prostymi grup cyklicznych oraz A= B & H. O

Przyklady:

(3) Rozwazmy skoniczona p-grupe abelowa Zs X Zy. Wowcezas:

Ly x Ly = ((1,1)) & ((1,0)) = ((1,0)) & ((0,1)).
Twierdzenie 6.3. Niech (A,+) bedzie skoriczong p-grupg abelowq. Niech
A=A,®.. A orazA=B,D...3D B,
bedg dwoma roznyma rozkladami na sumy proste grup cyklicznych. Przyjmigmy, Ze
A <| Ag] < ... <|A,| oraz |By| <| Ba| < ... < |Byl.
Wowczas r = s oraz |A;| = |By| dlai € {1,...,r}.
Dowdd. Niech |A4;| = p™, |B;| = pﬁﬂ, i e {l,. r} Jj € {1,...,s}. Woéwczas |A| = p* - ... - p* =

pPre. L pP wiee w szczegolnosa ar+...+a, = ﬁl +...+ 0. Dowod prowadzimy 1ndukchn1e Wzglegdem
ap + ...+ .

Jezeli a1 + ...+ «a, = 1, to za bardzo nie ma czego dowodzi¢. Zatézmy wiec, ze a1 + ...+, > 11 ze
twierdzenie jest prawdziwe dla p-grup A rzedéw mniejszych od p® -+ Niech 0 < k <roraz0 <1 <s
beda takimi liczbami, ze

|Aj|=...=|Ax| =poraz |By| =... = |B)| =p.
Wowezas |A| = pFrawritetar — plitbirit+6:  Ponadto:
pA=pA1® ... ©pA, = pArp1 © ... DpA,
oraz
pA=pB1®...®pB; =pB;1 ® ... ®pB;,
a zatem
pAkt1 @ ... ®pA, =pBi1 & ... & pB;,
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przy czym pA; ipBj,i € {k+1,...,r},j € {l+1,..., s} sa grupami cyklicznymi, ktoérych rzedy spelniaja
zalznodci:
IpA;| =p, dlai e {k+1,...,r} oraz |pB;| =p” !, dlaje {l+1,...,s}.
Ponadto |pA| < |A] i zachodzi
IpAki1| < ... < |pA,| oraz |pBiii| < ... < |pBsl.
Wobec zatozenia indukcyjnego r — k = s — [ oraz
[pAgs1] = [pBisal, . .., [pAr| = |pBsl,

skad pokei—t = pfo=l o perml = plel wiee 1 okt = pfier o por = pfe skad aggr = Biyr, ., 0 =
Bs. Tym samym z réwnosci

E+app+.. . +a, =1+ Fpa+...+ 0
wynika k = [, czyli |A;| = |B;| dlai € {1,...,r}. O
Whniosek 6.2 (I twierdzenie strukturalne). Niech (A,+) bedzie grupg abelowq skoriczong. Wowczas
istnieje przedstawienie A w postaci sumy prostej p-grup cyklicznych
A=A1n®.. DAy, PAn D .. DAy, ®... PAq D ... D A,

t tog
pZ"Zy czym |A11| = pin’ ceey |A1k1| - pllklf |A21| = pgﬂv SR |A2k2| = p22k27 SRR |A81 = pi}l’ SR |A5k5 =
pse, gdzie py, ..., ps sq parami réznymi liczbami pierwszymi, wyktadniki dobrane sq tak, aby t; < ... <
tlku tgl <...< t2k2, cey tsl < ... < tsks oraz Cl@g liczb tn, . 7t1k17t21; . ,t2k2, c. ,tsl, . 7tsks j€8t
jednoznacznie wyznaczony przez grupe A. W szczegélnosci:
|A| _ p§11+...+t1k1p1;21+...+t2k2 . 'p251+"'+t5k5~
Ciag
(plill7 AR 7p§1k1’p2217 A 7p;2k27 AR 7p2517 A 7pgSks)
nazywamy typem skonczonej grupy abelowej A, a jego elementy niezmiennikami.
Przyklady:

(4) Rozwazmy skoriczong grupe abelowa Zgy. Wowcezas, skoro 60 = 2% -3 -5, to
Lo = To(Zeo) ® T3(Zeo) © T5(Zeo).

T5(Zeo), T5(Zeo), T5(Zeo), jako podgrupy grupy cyklicznej o rzedach, odpowiednio, 4, 3 1 5 sa
cykliczne, a WIQC TQ(ZGQ) = Z4, T3<Z60) = Zg, T5<Z60) = Z5. Tym Samyim

Ly = Ly © Ly © L
i Zgo ma typ (4,3,5).



