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5. WYKELAD 5: GRUPY PROSTE.

Definicja 5.1. Grupe (G, -) nazywamy grupa prosta, gdy G nie zawiera wlasciwych podgrup normal-
nych.

Przeprowadzimy obecnie skrocong klasyfikacje skoniczonych grup prostych.

5.1. (C1): Grupy cykliczne rzedu bedacego liczbg pierwsza. Sa to, jak sama nazwa wskazuje,
grupy rzedu p, gdzie p jest liczba pierwsza.

Uwaga 5.1. Niech (G, -) bedzie grupg abelowq. Jezeli G zawiera podgrupe wlasciwg, to G nie jest prosta.

Twierdzenie 5.1 (o klasyfikacji grup abelowych prostych). Niech (G, -) bedzie grupg abelowq. Nastepu-
jace warunki sq rownowazne:

(1) G jest prosta,

(2) G jest grupg cykliczng rzedu bedgcego liczbg pierwszg,

(3) G = Z,, gdzie p jest liczbg pierwszq.
Dowdd. Réownowaznosé (2) < (3) jest trescia twierdzenia Cayley o klasyfikacji skonczonych grup cy-
klicznych, za$ implikacja (2) = (1) jest oczywista. Dla dowodu implikacji (1) = (2) ustalmy a € G\ {1}
i niech H = (a). Poniewaz G jest abelowa, wiec H < G, a poniewaz G jest prosta, wiec H = G i tym
samym G jest cykliczna.

Pokazemy, ze G jest skoficzona. Przypusémy na odwrot, ze r(a) = oo, czyli
Vn € N(a"™ # 1).

Niech K = (a?). Oczywiscie K # {1} i poniewaz G jest abelowa, wigc K <1 G. Zauwazmy, ze a ¢ K:
istotnie, gdyby a € K, to wowczas a = a?* dla pewnego k € N, a wtedy a®*~! = 1, co datoby sprzecznosé.
Zatem K C G, ale G jest prosta, co daje sprzecznos¢.

Pokazemy, ze |G| jest liczba pierwsza. Przypusémy bowiem, ze |G| = r(a) = nm dla pewnych liczb
naturalnych n,m > 1. Wéwczas r(a™) = n. Poniewaz G jest abelowa, wiec (a™) < G i [(a™)| = n < nm,
wiec (a™) C G, co daje sprzecznosé.

Uwaga 5.2. Niech (G, ) bedzie grupg prostq. Jezeli G nie jest abelowa, to G nie jest rozwigzalna.
Dowdd. Niech G bedzie grupa nieabelowa prosta. Jedynym ciggiem podnormalnym jest

{1} < G.
Faktor G/{1} = G nie jest wszakze abelowy. O
5.2. (C2): Grupy alternujace A(n) dla n > 5. Sa to grupy rzedu %n!.

Lemat 5.1. Niech n > 2 i niech T € S(n). Wowczas:
(1) dla wszystkich cykli (aq,...,ax) € S(n):

To(ai, ... ax) = (7(a1),...,7(ax));

(2) dla wszystkich permutacji o € S(n) bedacych iloczynem m cykli roztgcznych o dlugosciach ky, . .., kpy,

odpowiednio, permutacja

Tooco7 !

jgest iloczynem m cykli roztgcznych o diugosciach ky, ..., ky,, odpowiednio.

Prosty dowod tego lematu pozostawiamy jako ¢wiczenie.
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Twierdzenie 5.2 (Galois). Dla n > 5 grupa alternujgca A(n) jest prosta.

Dowdd. Ustalmy n > 5 iniech {1} # N < A(n). Pokazemy, ze N = A(n). Ustalmy o € N\ {1}. Mozemy
zatozy¢, ze
|suppo| = min{|suppr|: 7 € N\ {1}}.
Pokazemy, ze |suppo| = 3. Istotnie, przypusémy, ze |suppo| > 4. Dow6d poprowadzimy réwnolegle w
dwéch przypadkach:
(A): Zalézmy, ze w rozkladzie o na iloczyn cykli parami roztacznych wystepuje cykl o dlugosci
> 3. Zauwazmy, ze o nie moze byé¢ cyklem o dtugosci 3, bo |suppo| > 4. Zauwazmy tez, ze o
nie moze by¢ cyklem o dtugosci 4, bo o € A(n). Zatem o porusza przynajmniej 5 elementéw.
Mozemy zalozy¢, ze 1,2,3,4,5 € suppo.
(B): Zalézmy, ze w rozktadzie o na iloczyn cykli parami roztacznych wystepuja cykle o dtugosci
2. Zauwazmy, ze o jest iloczynem parzystej liczby transpozycji. Mozemy zatozy¢, ze 1,2,3,4 €
suppo. Mozemy tez zatozy¢, ze jesli o porusza wiecej niz 4 elementy, to 5 € suppo.
Niech 7 = (3,4,5), 7 € A(n). Poniewaz N jest normalna, wiec
oy =707 ' € N.

Mamy zatem

S (1,2,3,...)... w przypadku (A),
") (1,2)(4,5)...  w przypadku (B).

Zauwazmy, ze o1 # 0. Zatem
(1) # 010 € N.
Pokazemy, ze |suppoio™t| < |suppo|. Zalézmy najpierw, ze 5 € suppo. Ustalmy x ¢ suppo. Wowcezas
x ¢ {1,2,3,4,5}. Zatem 7(z) = x. Wobec tego
1

o0 (z) =710 o7 (7)) =,

czyli x ¢ suppoio™t. Zatem suppoio~! C suppo. Ponadto o1071(2) = 01(1) = 2, wigc 2 ¢ suppoo!.

Zatem suppo,o~t C suppo.

Zalézmy teraz, ze 5 ¢ suppo. Wowcezas o = (1,2)(3,4) ... oraz 1 = (1,2)(4,5), wiec

o0t =(3,4)(4,5) = (3,4,5).

Zatem |suppoio™t| = 3 < |suppo].

Tym samym o0~ ' € N\{1} oraz |suppoic~!| < |suppc]|, ale wobec wyboru o, |suppo| = min{|suppr]| :
7 € N\ {1}}, co jest sprzecznoscia. A zatem istotnie pokazaliSmy, ze |suppo| = 3 1 mozemy zalozy¢, ze
o=1(1,2,3).

Pokazemy, ze Vi € {3,...,n}((1,2,i) € N). Pokazaliémy to juz w przypadku i = 3, ustalmy wiec
i€{4,...,n}. Niech p; = (1,2)(3,7), p1 € A(n). Poniewaz N jest normalna, wiec

v=piop;t € N.

Mamy:
v =(2,1,4).
Ustalmy k,l € {1,2,i}, przy czym k # [. Niech py = (1,2)(k,1), po € A(n). Poniewaz N jest normalna,
wiec
§ = p2ypy' € N.
Mamy:
o= (1,2,7).
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Poniewaz grupa A(n) jest generowana przez zbiér {(1,2,7) : 1 € {3,...,n}}, wiec N = A(n). O
Uwaga 5.3. Dlan > A(n) (a wiec takze S(n)) nie jest rozwigzalna.
Dowdéd. Wystarczy zauwazy¢, ze A(n) jest nieabelowa grupa prosta. O
5.3. (C3): Skonczone odpowiedniki A,(q) grup Liego A,(C), n > 1. Sa to grupy rzedu q%l [T, (g"t =
q"). Grupy te zawieraja grupy proste o indeksie NWD(n + 1,q — 1).
Definicja 5.2. Niech n € N, niech F' bedzie ciatem. Grupe

SL(n,F)/Z(SL(n, F))

nazywamy specjalng grupg rzutowa stopnia n nad cialem F i oznaczamy PSL(n, F).

W przypadku, gdy F' jest cialem g-elementowym piszemy:

SL(n,q) = SL(n, F) oraz PSL(n,q) = PSL(n, F).

Uwaga 5.4. Specjalna grupa liniowa SL(n + 1,q) jest skoniczonym odpowiednikiem A,(q) grupy Liego
A (C), izomorficznej z SL(n + 1,C).

Twierdzenie 5.3 (Jordana-Dicksona). * Niechn € N, niech F bedzie ciatem q-elementowym. Wéwczas:

(1) grupa PSL(2,q) jest prosta dla q > 4,
(2) grupa PSL(n,q) jest prosta dlan >3 iq > 2.

5.4. (C4): Skoniczone odpowiedniki B, (q) grup Liego B,(C). Sa to grupy rzedu ¢ [, (¢% — 1).
Grupy te zawieraja grupy proste o indeksie NW D(2,q — 1).

Definicja 5.3. Niech n € N, niech V' bedzie przestrzenig liniowg wymiaru n nad cialem F', niech
q:V — F bedzie niezdegenerowang formg kwadratowg. Grupe

{f:V =V :f jest izomorfizmem ortogonalnym wzgledem formy q oraz det f = 1}
nazywamy specjalng grupg ortogonalna formy q i oznaczamy SO(q).
W przypadku, gdy F = C, V = C" oraz q jest forma kanoniczng piszemy:
SO(n,C) = SO(q);
w przypadku, gdy F' jest cialem g-elementowym oraz V = F™ piszemy:
SO(n,q) = SO(q).
Uwaga 5.5. Specjalna grupa ortogonalna SO(2n + 1,q) jest skonczonym odpowiednikiem B, (q) grupy
Liego B, (C) izomorficznej z SO(2n + 1,C).

BCamille Jordan (1838-1922) — matematyk francuski, zajmowal sie algebra, topologia i analiza z jej zastosowaniami;
wyjaénit idee Ewarysta Galois; od jego nazwiska pochodza pojecia krzywej Jordana i miary Jordana. Twierdzenie pochodzi
z 1870 roku. Niedoktadnosci w dowodzie usunat Dickson w 1958 roku
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5.5. (C5): Skoniczone odpowiedniki C,,(q) grup Liego C,,(C), n > 2. Sa to grupy rzedu g [T, (¢%—
1). Grupy te zawieraja grupy proste o indeksie NW D(2,q — 1).

Definicja 5.4. Niech n € N, niech V' bedzie przestrzeniq liniowg wymiaru 2n nad ciatem F', niech
BV xV — F bedzie niezdegenerowang i antysymetryczng formq dwuliniowq. Grupe

{f: V=V :VuveV(B(f(u), f(v)) = B(u,v)) oraz f jest izomorfizmem}
nazywamy grupa symplektyczna formy B i oznaczamy Sp(B).
W przypadku, gdy F' = C, V = C?" oraz B jest formg kanoniczng piszemy:
Sp(2n,C) = Sp(B);
w przypadku, gdy F jest cialem g-elementowym, V = F?" oraz B jest formg kanoniczng piszemy:
Sp(2n,q) = Sp(B)
Uwaga 5.6. Grupa symplektyczna Sp(2n, q) jest skonczonym odpowiednikiem C.,(q) grupy Liego C,(C)
izomorficznej z Sp(2n, C).
5.6. (C6): Skonczone odpowiedniki D, (q) grup Liego D, (C), n > 3. Sa to grupy rzedu ¢""~Y(¢"—
D) [T (¥ — 1). Grupy te zawieraja grupy proste o indeksie NW D(4, ¢" — 1).
Uwaga 5.7. Specjalna grupa ortogonalna SO(2n, q) jest skotriczonym odpowiednikiem D,,(q) grupy Liego
D,,(C) izomorficznej z SO(2n,C).
5.7. (C7): Skoniczone odpowiedniki G5(q) grup Liego G5(C). Sa to grupy rzedu ¢°(¢® —1)(¢* —1).
5)52 6(0832 gkoﬁ)czone odpowiedniki F;(q) grup Liego F;(C). Sa to grupy rzedu ¢**(¢'? — 1)(¢® —
D(g® —1)(¢g° —1).

5.9. (C9): Skoniczone odpowiedniki Es(q) grup Liego E4(C). Sa to grupy rzedu ¢*°(¢'* — 1)(¢° —
1)(¢® — 1)(q° — 1)(¢° — 1)(¢* — 1). Grupy te zawieraja grupy proste o indeksie NWD(3,q — 1).

5.10. (C10): Skonczone odpowiedniki F;(q) grup Liego E;(C). Sa to grupy rzedu ¢%(¢'%—1)(¢'*—
1)(¢"=1)(¢""—1)(¢®*—1)(¢°—1)(¢°—1)(¢*—1). Grupy te zawieraja grupy proste o indeksie NW D(2,q—1).

5.11. (C11): Skoficzone odpowiedniki Fg(q) grup Liego Es(C). Sa to grupy rzedu ¢'?°(¢*°—1)(¢**—
D(¢* = 1("™ = D(¢™ = (¢ = 1)(¢" = (¢* - 1)

5.12. (C12): Skonczone odpowiedniki %4,(q) grup Liego 2A4,(C), n > 1. Sa to grupy rzedu
"D IT" (gt — (=1)"*1). Grupy te zawieraja grupy proste o indeksie NWD(n+1,q+1).

5.13. (C13): Skonczone odpowiedniki 2B;y(q) grup Liego ?By(C), ¢ = 2?1, Sg to grupy rzedu
¢*(¢* + 1)(¢* — 1).

5.14. (C14): Skoniczone odpowiedniki 2D, (q) grup Liego 2D, (C), n > 3. Sa to grupy rzedu
"V (g + 1) [T (¢% — 1). Grupy te zawieraja grupy proste o indeksie NWD(4, " + 1).

5.15. (C15): Skonczone odpowiedniki >D,(q) grup Liego >D,(C). Sa to grupy rzedu ¢"*(¢® + ¢* +
1(¢® —1)(¢* = 1).

5.16. (C16): Skonczone odpowiedniki *G(q) grup Liego *G,(C), ¢ = 3*"1. Sa to grupy rzedu
¢*(¢* +1)(q = 1).
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5.17. (C17): Skonczone odpowiedniki ?Fj(q) grup Liego ?F,(C), q = 2?™*1. Sg to grupy rzedu
¢*(¢® + 1)(¢" = D(¢® + 1)(g = 1).

5.18. (C18): Skoniczone odpowiedniki *Fg(q) grup Liego 2Es(C). Sa to grupy rzedu ¢*¢(¢*? —
1)(¢°+1)(¢® —1)(¢® = 1)(¢° + 1)(¢*> — 1). Grupy te zawieraja grupy proste o indeksie NW D(3,q + 1).

5.19. (S1): Grupa Mathieu M;;. '* Jest to grupa rzedu 2*-32-5- 11 = 7920.
Uwaga 5.8. My < S(11) przy czym My = (A, B), gdzie
A=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11)

oraz
B = (5,6,4,10)(11,8,3,7).

5.20. (S2): Grupa Mathieu Mjy. Jest to grupa rzedu 2°-33% -5 11 = 95040.

Uwaga 5.9. My < S(12) przy czym My = (A, B,C), gdzie permutacje A i B dane sq tymi samymi
wzorami co w Uwadze 5.8 oraz

€ = (1,12)(2, 11)(3,6)(4, 8)(5,9)(7, 10).
5.21. (S3): Grupa Mathieu My. Jest to grupa rzedu 27-32-5-7- 11 = 443520.
Uwaga 5.10. My < S(22) przy czym Moy = (D, E, F), gdzie
D =(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11)(12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22),
E = (1,4,5,9,3)(2,8,10,7,6)(12, 15, 16,20, 14)(13, 19, 21, 18, 17)

oraz
F = (11,22)(1,21)(2, 10,8, 6)(12, 14, 16, 20) (4, 7, 3, 13)(5, 19,9, 18).

5.22. (S4): Grupa Mathieu M3. Jest to grupa rzedu 27-32-5-7- 11 - 23 = 10200960.
Uwaga 5.11. My3 < S(23) przy czym Mas = (G, H), gdzie
G =(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11)(12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23)

oraz
H = (3,17,10,7,9)(5,4,13,14,19)(11, 12, 23,8, 18)(21, 16, 15, 20, 22).

5.23. (S5): Grupa Mathieu My,. Jest to grupa rzedu 2% -33.5.7.11 - 23 = 244823040.

Uwaga 5.12. My, < S(24) przy czym Moy = (G, H,I), gdzie permutacje G i H dane sq tymi samymi
wzorami co w Uwadze 5.11 oraz

T =(1,24)(2,23)(3,12)(4, 16)(5, 18)(6, 10)(7, 20)(8, 14)(9, 21) (11, 17) (13, 22)(19, 15).

140dkryta okoto 1860 roku.
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5.24. (S6): Grupa Janko J;. Jest to grupa rzedu 23-3-5-7-11-19 = 175560.
Uwaga 5.13. J; < GL(7,11) przy czym J, = (Y, Z), gdzie

01 00 0O0 07 r-3 2 -1 -1 -3 -1 =37
001 0O0O0O -2 1 1 3 1 3 3
0001O0O0O -1 -1 -3 -1 -3 -3 2
Y=1000O01O00O0 oraz Z =1 -1 -3 -1 -3 =3 2 -1
0 00O0O0T1TFQO0 -3 -1 -3 -3 2 -1 -1
0 00O0O0OO 01 1 3 3 -2 1 1 3
L1 00 0 0 0 0 L 3 3 -2 1 1 3 1

5.25. (S7): Grupa Janko J,. Jest to grupa rzedu 27 - 3% . 5% . 7.

5.26. (S8): Grupa Janko Js. Jest to grupa rzedu 27 -3°-5- 17 - 19.

5.27. (S9): Grupa Janko J;. Jest to grupa rzedu 221 -3%.5.7-11%.23-29 - 31 - 37 - 43.
5.28. (S10): Grupa Highmana-Sims’a HS. Jest to grupa rzedu 2° - 32 - 5% -7 - 11.

5.29. (S11): Grupa McLauglin’a Mc. Jest to grupa rzedu 27 - 3553 - 11.

5.30. (S12): Grupa Suzuki Suz. Jest to grupa rzedu 213 -37-52.7.11-13.

5.31. (S13): Grupa Rudvalisa Ru. Jest to grupa rzedu 2'-3%.5%.7.13-29.

5.32. (S14): Grupa Helda He. Jest to grupa rzedu 2'°-3%.5% .73 . 17.

5.33. (S15): Grupa Lyona Ly. Jest to grupa rzedu 2%-37-55.7.11-31-37-67.

5.34. (S16): Grupa O’Nan’a ON. Jest to grupa rzedu 2°-3*-5-7%-11-19 - 31.

5.35. (S17): Grupa Conway’a .1. Jest to grupa rzedu 22! -39 -5%.72.11- 13- 23.

5.36. (S18): Grupa Conway’a .2. Jest to grupa rzedu 2'® - 35.53.7.11.23.

5.37. (S19): Grupa Conway’a .3. Jest to grupa rzedu 2'°-37.53%.7.11.23.

5.38. (S20): Grupa Fishera M (22). Jest to grupa rzedu 2'7-3%-52.7.11-13.

5.39. (S21): Grupa Fishera M (23). Jest to grupa rzedu 2'%-33.52.7.11-13-17 - 23.
5.40. (S22): Grupa Fishera M (24)'. Jest to grupa rzedu 22! - 316.52.73.11-13-23 - 29.
5.41. (S23): Grupa Harady Fs. Jest to grupa rzedu 21 - 319.5%.72.13.19 - 31.

5.42. (S24): Grupa Thompson’a F3. Jest to grupa rzedu 2'4-3%-55.7.11-19.

5.43. (S25): Grupa Fishera Fy. Jest to grupa rzedu 24 - 33 .56.72.11.13-17-19-23 - 31 - 47.

5.44. (S26): Grupa Fishera-Greiss’a F;. Grupa ta zwana jest tez pieszczotliwie “The Monster”. Jest
to grupa rzedu 246 .329.59.76.112.13%.17-19-23-29-31-41-47-59 - 71.

Twierdzenie 5.4. (gléwne twierdzenie klasyfikacyjne) ®> Kazda skoriczona grupa prosta jest izomorficzna
z jedng z grup z serii (C1) — (C18) lub z jedng ze sporadycznych grup prostych (S1) — (S26).

BDowdd tego twierdzenia zakoficzono w lutym 1981; jego opracowanie trwalo okolo 30 lat, pelen zapis dowodu zajmuje
okoto 300-500 prac o objetosci 5-10 tysiecy stron.



