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4. WYKEAD 4: GRUPY ROZWIAZALNE I NILPOTENTNE.

Definicja 4.1. Niech (G,-) bedzie grupg. Wowczas
(1) cigg podgrup grupy G zdefiniowany indukcyjnie wzorami
o GO — G,
o GO =[G0-Y GGV dlaieN
nazywamy géornym ciagiem centralnym grupy G, a jego elementy hipercentratami;
(2) cigg podgrup grupy G zdefiniowany indukcyjnie wzorami
* G =G,
° G(i) = [G, G(ifl)]; dlai €N
nazywamy dolnym ciggiem centralnym grupy G, a jego elementy centralami.

Uwaga 4.1. Niech (G,-) bedzie grupa, (GD)ien jej gornym ciggiem centralnym, (G))ien jej dolnym

ciggiem centralnym. Wowczas

(1) GU) c GY, Giy1) C Gy, GY <G, Gy <G, dlai € N;

(2) G(’:)/G(”l), Giy/Git1) s¢ abelowe dlai € N;

(3) GY C Gy, dlai € N,

Dowdd. (1) Pokazemy, ze jesli My < G oraz My < G, to [My, Ms] < G i [My, Ms] € My N Ms.
Ustalmy w tym celu M; <« G i M, <1 G. Pierwsza teza wynika z Twierdzenia 1.2. Dla dowodu
drugiej tezy ustalmy [ar, b1]% ... [a,, by]*" € [My, Ms), gdzie a; € My, b € My, dlai € {1,...,n}.
Wowcezas:

[ay, bl]kl o an, bn]k" = (aybya;t b7 )L (anbna,* b,* Yen € M.
—— —_—
€Mo €Ms €Mo €Mo
Podobnie [Cbl, bl]kl e [an, bn]k" - Ml.
Pokazemy, ze G® < G, dla i € N. Dla i = 0 jest to oczywiste, zatézmy wiec, ze G < G.
Wobec Twierdzenia 1.2:
Gl — [G(i)7g(i)] xes
co dowodzi tezy na mocy indukcji wzgledem i € N. Podobnie pokazujemy, ze Gy < G, dla i € N.
Pokazemy, ze Gt ¢ G, dla i € N. Ustalmy i € N. Poniewaz G < G, mamy
G+l — [G(i), G(i)] cGY gl =g,
Podobnie pokazujemy, ze G;) < G, dla ¢ € N.

(2) Pokazemy, ze G /GU+Y) sa abelowe, dla i € N. Ustalmy i € N. Poniewaz GUF) < G, wiec
GUY g GW. Ponadto [GW, GY] < G+ wiec wobec Wniosku 1.3 G /G0+Y jest abelowa.
Podobnie pokazujemy, ze G ;)/G i41) sa abelowe dla i € N.

(3) Teza jest oczywista dla i = 0. Zatézmy, ze dla ustalonego i > 0 zachodzi G C G(i). Wowczas:

G =[GV, GV C (G, G = Gy
]

Definicja 4.2. Niech (G,-) bedzie grupg. Wowczas:

(1) jezeli (G;))ien jest jej dolnym ciggiem centralnym oraz Gy = {1} dla pewnego i € N, to G
nazywamy grupa nilpotentna, a najmniejszq liczbe i € N, dla ktérej Gy = {1} stopniem
nilpotentnosci;
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(2) jezeli (GW)ien jest jej gérnym ciggiem centralnym oraz G = {1} dla pewnego i € N, to G
nazywamy grupa rozwigzalng, a najmniejszq liczbe i € N, dla ktérej G = {1} stopniem
rozwigzalnosci.

Przyklady:
(1) Rozwazmy grupe D(3). Ciag
D(3) > {170120,0240} > {[}
jest gérnym ciagiem centralnym i tym samym D(3) jest rozwiazalna.

Uwaga 4.2. Niech (G,-) bedzie grupg nilpotentng. Wéwczas G jest rozwigzalna.

Dowdd. Niech (G™);cy bedzie gbrnym ciggiem centralnym G, a (G))ien jej dolnym ciggiem centralnym.
Niech ponadto G;y = {1}. Poniewaz GW G ), wige G® = {1} i tym samym G jest rozwiazalna. [

Definicja 4.3. Niech (G,-) bedzie grupg. Wowezas:
(1) skoriczony cigg podgrup grupy G, (G = Go, Gy, ...,G, = {1}), taki, ze
e G, <G, dlaie€{0,...,n},
nazywamy ciggiem normalnym (lub inwariantnym) grupy G. Liczbe n nazywamy dtugoscia
cLggu, a grupy
Gi/Gi+17 dla i € {0, o= 1}
faktorami ciggu;
(2) skonczony cigg podgrup grupy G, (G = Go, G1, ..., G, = {1}), taki, Ze
o Gi+1 < Gi, dla i € {0,...,71—1},
nazywamy ciggiem podnormalnym (lub subnormalnym) grupy G. Liczbe n nazywamy diu-
goscig ciggu, a grupy
Gi/Gi+17 dla i € {0, Lo, = 1}
faktorami ciggu.

Przyktady:
(2) Rozwazmy grupe nilpotentng G i niech
G — G(o),G(l), ey G(n) — {]_}

bedzie jej dolnym ciggiem centralnym. Wéwczas jest on ciggiem normalnym.
(3) Rozwazmy grupe nilpotentna G i niech

G=GO.cV .. ¢ ={1
bedzie jej gérnym ciggiem centralnym. Wéwcezas jest on ciggiem normalnym.

Uwaga 4.3. Niech (G, ) bedzie grupg i niech (G = Go, Gy, ..., G, = {1}) bedzie jej ciggiem normalnym.
Wowczas jest on ciggiem podnormalnym.

Twierdzenie 4.1. Niech (G,-) bedzie grupg skoriczong. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) G jest rozwigzalna,
(2) istnieje cigg (G = Go, Gy, ...,Gn = {1}) podnormalny o faktorach abelowych,
(3) istnieje cigg (G = Go, G, ...,Gpn = {1}) podnormalny o faktorach cyklicznych.
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Dowdd. (1) = (2): oczywiste wobec Uwagi 4.1 i Przyktadu (3).

(2) = (3): Pokazemy, ze skoniczona grupa abelowa ma ciag podnormalny o faktorach cyklicznych. Jest
to oczywiste, gdy |G| = 1, za§ w przypadku |G| = m zalézmy, ze dla grup rzedu |G| < m twierdzenie jest
prawdziwe. Pokazemy, ze w G istnieje ciag podnormalny o faktorach cyklicznych. Ustalmy a € G \ {1}.
Niech H = (a). Woéwczas H jest cykliczna oraz |G/H| < m i oczywiscie G/H jest abelowa. Wobec
zatozenia indukcyjnego

(G/H:G67 /17"'7ng {1}>

jest ciggiem podnormalnym o faktorach cyklicznych. Niech

Gi=r G, dlaie{1,... k} oraz Gy = {1},

gdzie k : G — G/ H jest epimorfizmem kanonicznym. Wéwczas

Gi—l/Gi = G;_l/G;, dlaz € {1, .. ,k} oraz Gk/Gk+1 =~ H.

Zatem (G = Go,G1,...,Gry1 = {1}) jest ciagiem podnormalnym o faktorach cyklicznych i na mocy
zasady indukcji matematycznej teza zostata udowodniona.
Niech (G = Gy, Gy, ...,Gr = {1}) bedzie ustalonym ciggiem podnormalnym o faktorach abelowych.
Grupy G;_1/Gy, i € {1,...,k}, sa skonczonymi grupami abelowymi. Niech
Gifl/Gi = G;,Ov G;,U ey ;,ki = {1}, dla i € {1, ey ]{]},
beda ciggami podnormalnymi o faktorach cyklicznych. Niech
Gij=r;(Gy), dlaje€{0,... k},ie{l,... Kk},
gdzie k; : G;_1 — G;_1/G; sa epimorfizmami kanonicznymi. Zatem:
® Gi,O — Gi_l, 1 S {]., .. .,]{?},
(] Gi,ki =G, 1 € {1,...,]{7},
° Gi’j < Gm;l, dla] € {O,...,ki}, 1€ {1,...,]{7}, 9
(] Gi,j_l/Gi,j = G;L,jfl/G;,]ﬁ dla j € {0, c. ,/{Zi}, 1€ {1, cee k)}
Zatem (G = Gl,O; Gl,l; cvey Gl,kl = G2 = G270, Gg}l, ey GQ’]Q, ey Gk70, e ,Gk = {1}) jest 01@glem
podnormalnym o faktorach cyklicznych.
(3) = (1): Niech (G = Gy, Gy, ...,Gr = {1}) bedzie ciagiem podnormalnym o faktorach cyklicznych.
Pokazemy, ze G C Gy, dlai € {0,...,k}. Jest to oczywiste dla i = 0, zalézmy wiec, ze dla ustalonego
i > 0 zachodzi G C G;. Pokazemy, ze G0t C Gy, ;. Istotnie:

G = [GY,GY) C [G;, Gil.
Poniewaz G,;11 < G; oraz G;/G,41 jest cykliczna, a wiec abelowa, wiec wobec wniosku 1.3:
(G, Gi] C Giya.

Twierdzenie 4.2. Niech G i F' bedg grupami, niech H < G. Woéwczas:

(1) jesli G jest abelowa, to jest nilpotentna,
(2) jesli G jest nilpotentna, to H jest nilpotentna,
(3) jesli ¢ : G — F' jest homorfizmem i G jest nilpotentna, to ¢(G) jest nilpotentna.

8Stosujemy tu nastepujacy wniosek z twierdzenia o izomorfizmie: jesli G jest grupa, N < G oraz H <1 GG, przy czym
N < H, to wéwczas G/H = (G/N)/(H/N).

9Stosujemy tu nastepujacy wniosek z twierdzenia o izomorfizmie: jesli G jest grupa, N < G oraz N < H, to wowczas
H < G wtedy i tylko wtedy, gdy H/N < G/N.
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Dowad. (1) Niech G bedzie grupa abelowa. Wéwczas
G(O) - G
oraz wobec Wniosku 1.5:
Gy =[G, Gl =[G, 6] = {1}.

(2) Niech G = G(p), G(1y, - - ., Gy = {1} bedzie dolnym ciagiem centralnym grupy G, niech (Hy)ien
bedzie dolnym ciadgiem centralnym grupy H. Pokazemy, ze H; C Gy, dla i € N. Jest tak
oczywiscie dla ¢ = 0, zatézmy wiec, ze H;) C Gy dla ustalonego i € N. Pokazemy, ze H1) C
G'(i41)- Istotnie:

H(i+1) [H H ] [G G ] — G H—l)'
Zatem w szczegélnosci Hyy = {1} i H jest nilpotentna.

(3) Niech G = G(0), G(1y, - - G(n {1} bedzie dolnym ciggiem centralnym grupy G, niech (F(;))ien
bedzie dolnym ciggiem centralnym grupy ¢(G). Pokazemy, ze ¢(G)) = F;). Jest to jasne dla
z' = 0, zalézmy wiec, ze dla ustalonego ¢ > 0 zachodzi ¢(G(;)) = F() Pokazemy, ze (Giyr)) =

Fliy1). Wobec Lematu 1.1:

¢(G(i+1 ) = ¢([G G i D = [Gb(G) ¢(G(i))] = [qb(G), F(z‘)] = F(i+1)-
Zatem w szczegélnosci Fyy = ¢({1}) = {1}.

Whniosek 4.1. Niech G i F' bedg grupami, niech H < G. Wowczas:

(1) jesli G jest abelowa, to G jest rozwigzalna,
(2) G jest rozwigzalna, to H jest rozwigzalna,
(3) jesli ¢ : G — F jest homorfizmem i G jest rozwigzalna, to ¢(G) jest rozwigzalna.

Lemat 4.1. Niech (G, -) bedzie grupg, niech H < G. Wéwczas

G jest nilpotentna wtedy i tylko wtedy, gdy H i G/H sq nilpotentne.
Dowdd. (=): Zatézmy, ze G jest nilpotentna. Wéwcezas H jest nilpotentna jako podgrupa grupy nilpo-
tentnej, a G/H jest nilpotentna jako homomorficzny obraz grupy nilpotentne;.

(«<): Zatézmy, ze H i G/ H sa nilpotentne. Niech H = H o), Hpy, . .., Hy) = {1} bedzie dolnym ciggiem
centralnym grupy H, niech G/H = Gloy: Gy Glny = {1} bedzie dolnym ciggiem centralnym grupy
G/H. Niech

G; = H_I(Gzi)), dlad e {1,...,m},
oraz
Gm+i = H(z), dla 7 € {]_, ce ,TL},
gdzie k : G — G/H jest homomorfizmem kanonicznym.
Pokazemy, ze ciag G = Go,G1, ..., Gm, Gmit, -, Gan = {1} jest ciagiem spetiajacym warunek '°

G,G; 1] C Gy, dlaie{l,...,m+n}.
Jezelii € {m+1,...,m+n}, to G; = H i teza jest oczywista. Jezeli i € {1,...,m}, to wobec Lematu
1.2 mamy:

G,Gia] = [(G/H), k7 (Gli_y)] C & H([G/H, Gl;_p))
= K_I(G/(i)) = Gz

1OCi@gi takie nazywamy tez ciggami centralnymi.
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Pozostaje wykazaé, ze Gy C Gy, i € {1,...,m+n}. Jest to oczywiste dla i = 0, zalézmy wigc, ze dla
ustalonego ¢ > 0 zachodzi G C G;. Wowcezas:
Gy = [G,Gw] C[G,Gi] C G
Zatem w szczegolnosci Gmin) C Gin = {1} O
Whniosek 4.2. Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G. Wéwczas
G jest rozwigzalna wtedy i tylko wtedy, gdy H i G/H sq rozwigzalne.
Whniosek 4.3. Niech G i Gy bedg grupami. Wowczas
G x Gg jest nilpotentna wtedy i tylko wtedy, gdy Gy 1 Go sq¢ nilpotentne.
Dowdd. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : G; X Gy — (G5 wzorem
¢(a,b) = b.
Jest jasne, ze ¢ jest homomorfizmem surjektywnym, a wiec wobec twierdzenia o izomorfizmie G; X
Go/ ker ¢ = (5. Ponadto ker ¢ = G, a wiec wobec lematu G X G2 jest nilpotentna wtedy i tylko wtedy,
gdy G i G takie sa, co istotnie ma miejsce. O
Whniosek 4.4. Niech G i Gy bedq grupami. Wowczas
Gy X Gy jest rozwigzalna wtedy 1 tylko wtedy, gdy Gy 1 Gy sq rozwigzalne.
Twierdzenie 4.3. Niech (G,-) bedzie p-grupg. Wowczas G jest nilpotentna.

Dowdd. Zatézmy, ze |G| = p", gdzie p jest liczba pierwsza. Jesli n = 1, to |G| = p, a wiec G jest
cykliczna, a wiec i abelowa, a tym samym nilpotentna. Zatézmy wiec, ze dla grup rzedu p!, [ € {1,...,n},
teza jest prawdziwa. Pokazemy, ze grupa rzedu p™™! jest nilpotentna. Jezeli G jest abelowa, to jest
nilpotentna. Jezeli G nie jest abelowa, to Z(G) # G. Ponadto, wobec Twierdzenia 3.1, Z(G) # {1}.
Zatem |G/Z(G)| = (G : Z(G)) € {p,...,p"} i G/Z(G) jest nilpotentna wobec zatozenia indukcyjnego.
Ponadto Z(G) jest nilpotentna (jako abelowa) i Z(G) <1 G i wobec lematu G jest nilpotentna. O

Whniosek 4.5. Niech (G,-) bedzie p-grupg. Wowczas G jest rozwigzalna.

Twierdzenie 4.4. Niech (G, -) bedzie grupg, niech |G| = pq, gdzie p i q sq liczbami pierwszymi. Wowczas
G jest grupg rozwigzalng.

Dowdéd. Zalézmy, ze p > q. Wobec Wniosku 3.4 istnieje H < G taka, ze |H| = p. Zatem H jest
P4

cykliczna, a wigc abelowa i przez to rozwiazalna. Ponadto |G/H| = (G : H) = % =B = ¢, wigc G/H
jest cykliczna, czyli abelowa, czyli rozwigzalna. Tym samym G jest rozwigzalna. O
Przyktady:

(4) Rozwazmy grupe D(4). Mamy
D) =8=2°,
a wiec D(4) jest rozwiazalna jako p-grupa.
(5) Rozwazmy grupe S(3). Mamy
IS(3)|=6=2"3,
a wiec S(3) jest rozwiazalna jako grupa rzedu pq.
Twierdzenie 4.5 (Burnside’a). ' Niech (G, ) bedzie grupg, niech |G| = p?q®, gdzie p i q sq liczbami
pierwszymi oraz a,b € N. Wowczas G jest grupg rozwigzalng.

“oaa

HTwierdzenie pochodzi z 1911 roku, zwiemy je tez “p®qP-theorem”.



24

Twierdzenie 4.6 (Feit’a-Thompsona). '* Niech (G,-) bedzie grupg, niech |G| = 2k + 1, gdzie k € N.
Wowczas G jest grupg rozwigzalng.

P2Twierdzenie pochodzi z 1963 roku, jego oryginalny dowéd zajmuje 254 strony: W. Feit, J. Thompson, Solvability of
groups of odd order, Pacific J. of Math. 13 (1963), 775-1029.



