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3. WYKEAD 3: p-GRUPY I TWIERDZENIA SYLOWA.

Definicja 3.1. Niech (G, ) bedzie grupg. Grupe G nazywamy p-grupa, jezeli |G| = p* dla pewnej liczby
pierwszej p oraz k € N.

Twierdzenie 3.1. Niech (G,-) bedzie p-grupg. Wowczas
pllZ(G)].
W szczegolnosci Z(G) jest nietrywialne.

Dowéd. Wobec Uwagi 2.5:
l
P =12(Q)| + ) (G : Z({x:})),
i=1

gdzie Orb(xy),...,0rb(x;) sa wszystkimi parami rozlagcznymi orbitami dziatania G na zbiér swoich
elementow przez automorfizmy wewnetrzne o mocy wiekszej niz 1. Ponadto:

p"=1Z({z})| - (G Z({x:})), dlai e {1,....1},
awiec (G: Z({z;})) =pl,i € {1,... 1} iskoro (G : Z({x;})) = |Orb({z;})| > 1,t0l; > 0,i € {1,...,1}.
Ostatecznie: l
P =12(G)+ > 1",
i=1
wobec czego |Z(G)| = p™, dla pewnego m > 0. O
Wnhiosek 3.1. Niech (G, ) bedzie grupg rzedu p?. Wéwczas G jest abelowa.

Dowéd. Wobec poprzedniego twierdzenia p||Z(G)| i skoro Z(G) < G, to |Z(G)| €{ p, p*}. Przypusémy,
ze | Z(G)| = p. Wowezas (G : Z(G) = |G/Z(G)| = p. Wobec tego G/Z(G) jest cykliczna, a zatem istnieje
element a € G taki, ze:
YgZ(G) € G/Z(G)3k € Z(gZ(G) = (aZ(G))* = a*Z(@)),
czyli
Vg € GIk € Z(ga " € Z(@)),
czyli
Vg € GIk € Z3z € Z(G)(ga™" = 2).
Ustalmy ¢ € G i niech k € Z oraz z € Z(G) beda takie, ze

g=a"z
Wowezas
ok ko k.
ag = aa”z = a"az = a"za = ga,
a zatem a € Z(G), wiec g = a*z € Z(G), czyli Z(G) = G, co jest sprzecznodcia. O

Definicja 3.2. Niech (G, -) bedzie grupg skonczong, niech H < G. Jezeli H jest p-grupg, to H nazywamy
p-podgrupa grupy G. Jezeli |G| = p*m, gdzieptm, k > 1 oraz |H| = p*, to H nazywamy p-podgrupa
Sylowa grupy G.
Przyktad:
(1) Rozwazmy G = Zyy oraz Hy = {0,6} oraz Hy = {0, 3,6,9}. Wowczas H; jest 2-podgrupa Zja, a
H, jest 2-podgrupa Sylowa Zq,.
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Lemat 3.1. Niech p bedzie liczbg pierwszg, m € N, ptm, k > 1. Wowczas:
k
(p T) =m mod p.
p
Dowdéd. Mamy
p|(p)7 dlaie{1,...,p—1}.
1

Wobec tego
p
p .
X+ 1) = Xi=XP 41+ pf(X
ey =3 (1) =X 1),
dla pewnego f(X) € Z[X]. Zatem
(X +1)" = X7 +1 4 pg(X),
dla pewnego g(X) € Z[X], a stad
(X + ]_)Pkm - (ka +1)™ 4 ph(X) = Z (T) xPF(m—i) + ph(X),
=0
dla pewnego h(X) € Z[X]. Wobec tego wspolezynnik przy X7 (=1 wielomianu (X + 1)P'™ daje przy
dzieleniu przez p reszte (T) = m. Ponadto
e =S (e
i
i=0

Wobec tego wspotezynnik przy X P*(m=1) wielomianu (X + 1)pkm rowny jest

( pFm ) _ (p*m)! _ (p*m)! _ (pkm)
pF(m —1) (pE(m — D) (pPm — pF(m — 1) (p")(pPm — p*)! pk )’
U

Twierdzenie 3.2. Niech (G,-) bedzie grupg skoriczong, niech p | |G|, gdzie p jest liczbg pierwszq.

(1) (I twierdzenie Sylowa”). G zawiera p-podgrupe Sylowa. Ponadto kazda p-podgrupa grupy G zawar-
ta jest w pewnej p-podgrupie Sylowa (to znaczy p-podgrupy Sylowa sqg maksymalne wsréd p-podgrup

grupy G).
(2) (II twierdzenie Sylowa). Kazde dwie p-podgrupy Sylowa sq sprzezone.
(3) (I twierdzenie Sylowa). Jezeli d, jest liczbqg wszystkich p-podgrup Sylowa grupy G, to

d, | |G| orazd, =1 mod p.
Dowéd. Ustalmy grupe skoriczong (G, -) i niech |G| = p*m, p ¥ m, k > 1. Zdefiniujmy rodzine
Q={AcCG:|A =p-
Wobec tego 2] = (pZ,T). Dalej, zdefiniujmy odwzorowanie (3 : G X 2 — ) wzorem
B(g,A) = gA ={ga:a € A}.
Bez trudu sprawdzamy, ze 3 jest dziataniem grupy G na zbiorze €.

L. Sylow (1832 — 1918) — matematyk norweski, twierdzenie pochodzi z 1872 roku
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Pokazemy najpierw, ze istnieje A € 2 takie, ze p{ |Orb(A)|. Wobec wzoru klas

WSE Z Orb(A,)|,

gdzie Orb(Ay),...,0rb(As) sa wszystkimi parami roztacznymi orbitami dziatania 5. Wobec lematu:

k
<p Zn) =m mod p.
p
Zatem Y. | |Orb(A;)| nie jest podzielne przez p, wiec istnieje A; €  taki, ze
p1|Orb(A;)].

Ustalmy wobec powyzszego zbior A € Q taki, ze p 1 |Orb(A)|. Pokazemy, ze Orb(A) zawiera doktadnie

jedna p-podgrupe Sylowa. Wobec Twierdzenie 2.2:
G p'm
p1]0rb(A)] = (G : Stab(A)) Stab(A)] ~ 1Stab(A)]

Zatem p* | |Stab(A)| i w szczegdlnodei |Stab(A)| > p*. Ponadto z definicji stabilizatora

Vg € Stab(A)(gA = A),

czyli
Vg € Stab(A)Va € A(ga € A),
czyli
Va € A(Stab(A)a C A).
Wobec tego

|Stab(A)| = |Stab(A)a| < |A| = p*, dla a € A.
Zatem |Stab(A)| = p*. Ponadto
Va € A(Stab(A)a = A),
czyli
Va € A(a 'Stab(A)a = a ' A).
Ustalmy a € A i zdefiniujmy
H =i, 1(Stab(A)) = a ' Stab(A)a.
Wowezas H < G'i |H| = |Stab(A)| = p*, wiec H jest p-podgrupa Sylowa. Ponadto H = a 1A € Orb(A),
wiec
' Orb(H) = Orb(A).
Wobec tego
Orb(A) ={gH : g € G}
i ponievzaz jedyna warstwa bedaca grupa jest grupa H, wiec Orb(A) zawiera doktadnie jedna podgrupe
rzedu p~.
QPokgzaliémy zatem, ze G zawiera p-podgrupe Sylowa. Zauwazmy, ze |Orb(A)| = m. Istotonie, mamy:
0rb(A)| = [Orb(H)| = [{gH : g € G}|
G| _ p'm
S
gdzie H jest jedyna p-podgrupa Sylowa zawarta w Orb(A).

(G: H)
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Niech Orb(A;),...,0rb(A;) beda wszystkimi parami réznymi orbitami takimi, ze p { |Orb(A;)|, i €
{1,...,t}. Pokazemy, ze d, = t. Istotnie, nier6wnos$¢ (>) jest trywialna, jako ze kazda z orbit Orb(4,),
i € {1,...,t}, zawiera dokladnie jedna p-podgrupe Sylowa. Dla dowodu nieréwnosci (<) ustalmy p-
podgrupe Sylowa K < G. Mamy:

k
p G
ptm = —/—=—=(G: K
* PF K] ( )
= |{yK :g € G} = |Orb(K)|.
Wobec tego istnieje i € {1,...,t} takie, ze Orb(K) = Orb(A;). W szczegdlnosci K € Orb(A;) i poniewaz
w Orb(A;) jest doktadnie jedna p-podgrupa Sylowa, wigc d, < t.

Dalej, pokazemy, ze d, =1 mod p. Niech Orb(A,),...,Orb(A;), Orb(Aii1), ..., Orb(As) beda wszyst-

kimi parami réznymi orbitami, przy czym
pt|Orb(4)|, dlaie{1,...,t},
p||Orb(A)], dlaie{t+1,...,s}.

Wobec wzoru klas:

(p ;n) = Y jorb(A)| = S jorb(A) + S orb(A)]

p i=1 i=1 i=t+1
= 1m+ pq,

p

a zatem tm + pg = m mod p, czyli tm = m mod p. Wobec tego p | tm —m = m(t — 1) i skoro p{ m i
p jest pierwsza, to p |t — 1, a wiec

dla pewnego ¢ € N. Wobec lematu:

d,=t=1 mod p.

Pokazemy teraz, ze kazda p-podgrupa zawarta jest w pewnej p-podgrupie Sylowa i ze kazde dwie p-
podgrupy Sylowa sa sprzezone. Istotonie, ustalmy p-podgrupe F i niech |F| = p!, 1 <1 < k. Ustalmy
p-podgrupe Sylowa H, |H| = p*. Zdefiniujmy rodzine

X ={aH € a € G}.

Wobec tego | X| = (G : H) =18 = 2 — . Zdefiniujmy odwzorowanie o : F x X — X wzorem

|H| P
alf,aH) = (fa)H.

Latwo sprawdzamy, ze « jest dzialaniem grupy F' na zbiorze X. Niech Orb(a1H),...,Orb(a,.H) beda
wszystkimi parami réznymi orbitami dziatania a. Wobec Wniosku 2.2:

|Orb(a; H)| = p, dla pewnych ¢; > 0,7 € {1,...,7}.

Wobec wzoru klas:
m = Z |Orb(a; H)| = Zpei
i=1 i=1

i skoro p{m, to Y., p“ nie jest podzielne przez p, a wigc istnieje ig € {1,...,r} takie, ze p%io = 1, czyli

|Orb(a;,H)| = 1.
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Wobec tego Orb(a;,,H) = {a;,H}, czyli z definicji orbity
Vf € F(faioH = ai0H>7

czyli
Vfe F(ai_olfaioH =H),
czyli
Vf € Fla;" fa, € H),
czyli
Ve F(fe aiOHai_Ol),
czyli

F Caj,Ha;' = ba;y (H ).
Ponadto, skoro H jest p-podgrupa Sylowa oraz i, jest izomorfizmem, wigc i%(H ) jest p-podgrupa
Sylowa. W szczegblnosci, jezeli G jest p-podgrupa Sylowa, to F' C i, (H) i skoro |F| = |H| = |is, (H)],
to F' =g, (H).
Na koniec, pokazemy, ze d,, | |G|. Zdefiniujmy rodzine

Y = {H : H jest p-podgrupa Sylowa}.
W szczegélnosci |Y| = dp,. Zdefiniujmy odwzorowanie v : InnG x Y — Y wzorem
V(ta, H) = ia(H).

v, jak tatwo sie przekonac, jest dzialaniem grupy InnG na zbiorze Y. Ponadto, poniewaz kazde dwie
p-podgrupy Sylowa sa sprzezone, dziatanie to jest przechodnie, a wiec

VH € Y(Orb(H) =Y).
Ustalmy H € Y. Wobec wzoru klas

d, = |Orb(H)|.

Dalej, wobec Wniosku 2.2:

d, = |Orb(H)| | [InnG],

i wobec Uwagi 1.4: <l
d, | [ InnG| = |G/Z(G)| = ZG)
Zatem, w szczegdlnosci, d, | |G]. O
Przyktlady:
(2) Rozwazmy grupe G rzedu 15. Wowczas
d3 = mod 3 oraz ds | 15, a wiec d3 = 1,
ds = mod 5 oraz ds | 15, a wiec d5 = 1.
Zatem w G istnieja doktadnie jedna 3-podgrupa Sylowa (rzedu 3) i dokladnie jedna 5-podgrupa
Sylowa (rzedu 5).
(3) Rozwazmy grupe G rzedu 12. Wowcezas
dy = mod 2 oraz dy | 12, a wiec dy € {1, 3},
d3; = mod 3 oraz ds | 12, a wiec ds € {1,4}.
Zatem w G istnieje doktadnie jedna 2-podgrupa Sylowa (rzedu 4) lub istnieja 3 2-podgrupy
Sylowa (rzedu 4). Podobnie, w G istnieje doktadnie jedna 3-podgrupa Sylowa rzedu 3, lub 4
3-podgrupy Sylowa rzedu 3.
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Whniosek 3.2 (twierdzenie Cauchy’ego). Niech (G, -) bedzie grupg skoticzong, niech p | |G|, gdzie p jest
liczbg pierwszq. Wowczas G zawiera element rzedu p.

Dowdd. Ustalmy grupe skoticzong (G, -) i niech |G| = p*m, p  m, k > 1. Wobec twierdzenia Sylowa
istnieje H < G taka, ze |H| = p*. Ustalmy a € H. Woéwezas r(a) | p*. Jezeli r(a) = p, to a jest szukanym
clementem. Jezeli r(a) =p', 1 <1<k, tor(a? ') =pia” " jest szukanym elementem. O
Whniosek 3.3. Niech (G, ) bedzie grupg skoticzong, niech p | |G|, gdzie p jest liczbg pierwszq. Niech
H < G bedzie p-podgrupg Sylowa. Wowczas

H < G wtedy i tylko wtedy, gdy d, = 1.

Dowéd. (=): Ustalmy p-podgrupe Sylowa F'. Wobec twierdzenia Sylowa
da € G(F =1i,(H)).
Poniewaz H < G, wiec i,(H) = H dlaa € G, wiec H = Fid,=1.
(«<): Implikacja ta jest oczywista. O
Przyktady:
(4) Rowazmy ponownie grupe G rzedu 15. Wowcezas, poniewaz dz = 11 ds = 1:
jesli H< Gi|H|=5,t0 H<G,
jesi F < Gi|F|=3,t0o F<G.

Ponadto
Va € G(r(a) € {1,3,5,15}),
a wiec
jeslir(a) =3 to | <a>|=3,awie <a>=H,
jeslir(a) =5to| <a>|=5,awie <a>=F.
Dalej:

HUF|=2+4+41=71,

wiec w GG jest 8 elementow rzedu 15.
Whniosek 3.4. Niech (G,-) bedzie grupg skoticzong, niech |G| = pq, gdzie p i q sq liczbami pierwszymi,
p > q. Wowczas istnieje H Q G i |H| = p.
Dowdd. Wobec twierdzenia Sylowa istnieje p-podgrupa Sylowa H rzedu p. Ponadto
d, =1 mod p oraz d, | pq.

Zatem d, = 11 H jest normalna. O



