2. WYKLAD 2: DZIALANIE GRUPY NA ZBIORZE.

Definicja 2.1. Niech (G,-) bedzie grupg, niech X # (). Mowimy, ze grupa G dziala na zbiorze X
(lub ze G jest grupa przeksztalcen zbioru X [ub X jest G-grupa) jezeli istnieje odwzorowanie
0:Gx X — X takie, Ze

(1) Vz € X(B(1,2) = z);
(2) Vo € XVg,h € G(B(g,B(h,z)) = B(g x h,z)).
Oznaczamy:

Vo € XVg € G(gz = (g, 2)).
Wowczas powyzsze aksjomaty przepiszq sie jako:
(1) Ve € X(1z = x);
(2) Vo € XVg,h € G(g(hz) = (g - h)x).
Przyklady:
(1) Rozwazmy grupe (G, -) i zbiér X #. Wowczas
Blg.x) ==
jest dzialaniem grupy G na zbiorze X.
(2) Rozwazmy zbior X # () i grupe (S(X),0). Wowczas
Blo,x) = o(x)
jest dziataniem grupy S(X) na zbiorze X.
(3) Rozwazmy przestrzen liniowa V' i grupe (Aut(V'), o). Wowczas
B(¢,v) = ¢(v)
jest dziataniem grupy Aut(V') na zbiorze V.
(4) Rozwazmy grupe (G, -) i podgrupe H < G. Wowczas
(g, h)gh

jest dziataniem grupy G na zbiorze H. Nazywamy je dzialaniem przez lewostronne przesu-
niecie.
(5) Rozwazmy grupe (G, -) i podgrupe H < G. Wowczas
Blg,h) = ghg™
jest dzialaniem grupy G na zbiorze H. Nazywamy je dzialaniem przez automorfizmy we-
wnetrzne.
Uwaga 2.1. Niech (G, ) bedzie grupg, X # 0 zbiorem, niech G dziala na zbior X. Wéwczas:
(1) jezeli gr = gy, to (ag)x = (ah)y, dla a,g,h € G oraz x,y € X;
(2) jezeli gr = gy, to x =y, dla g € G oraz z,y € X;
(3) jezeli gr = hx, to (h'g)x =z, dla g,h € G oraz x € X.
Dowdd. (1) Zatézmy, ze (g, z) = B(h,y). Mamy:
Blag,x) = Bla, B(g,x)) = Bla, B(h,y)) = Blah,y).
(2) Zatézmy, ze B(g,x) = B(g,y). Mamy:
v = B(lLx)=p(g"g,) = Blg”", B(g,2)) =
= Blg™",B(g,y)) = Blgg~",y) = B(Ly) =y.



(3) Zalézmy, ze B(g,x) = B(h,z). Mamy:
B(h~tg,x) = B(h™", 8(g,2)) = B(h™, B(h,x)) = B(h~h,z) = B(1,x) = .
]

Uwaga 2.2. Niech (G,-) bedzie grupg, X # (0 zbiorem, niech 3 : G x X — X bedzie dzialaniem grupy
G na zbiorze X. Wowczas odwzorowanie ® : G — S(X) dane wzorem

(I)(g) = ﬁga
gdzie B, : X — X dane jest wzorem
By(x) = B(g,x), dlaz € X,

jest homomorfizmem grup. Nazywamy go reprezentacja wyznaczong przez dzialanie grupy na
zbiorze.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze ® jest dobrze okredlone. Ustalmy w tym celu g € G i pokazemy, ze (3,
jest bijekcja. Dla dowodu injektywnosci ustalmy x,y € X i zatézmy, ze G,(z) = F,(y). Wowczas:

By(x) = By(y) = gr =gy =z =y.
Dla dowodu surjektywnosci ustalmy y € X. Wowczas
y=0(Ly) =899 " y) = Blg. Blg™",v)) = By(Blg™ ", v))-
Pozostaje sprawdzi¢, ze ® jest homomorfizmem. Istotnie, ustalmy g, h € G oraz x € X. Mamy:
®(gh)(x) = Bgn(x) = B(gh, x) = B(g, B(h, x)) = By(B(h,x)) = By 0 Bu(x) = (g) 0 ®(h)(x).
O

Uwaga 2.3. Niech (G,-) bedzie grupg, X # () zbiorem, niech ® : G — S(X) bedzie homomorfizmem
grup. Wowczas odwzorowanie 3 : G x X — X dane wzorem

Blg,x) = B(g)(x)
jest dziataniem grupy na zbiorze.
Dowdd. Pokazemy najpierw, ze 3(1,x) = x. Istotnie, ustalmy = € X. Mamy:
B(l,z) = &(1)(x) = idx(z) = x.
Nastepnie pokazemy, ze (3(g, 5(h,x)) = B(gh,x). Ustalmy g, h € G oraz x € X. Mamy:
B(g, B(h,x)) = @(g)(B(h,x)) = 2(9)(P(h)(2)) =
= ®(g) o ®(h)(x) = D(gh)(x) = Bgh, z).

Definicja 2.2. Niech (G,-) bedzie grupg, X # 0 zbiorem, niech G dziala na zbidr X. Zbidr
Orb(z) = {gz : g € G}
nazywamy orbitg elementu z € X.

Definicja 2.3. Niech (G, -) bedzie grupg, X # () zbiorem, niech G' dziala na 2biér X. Mdéwimy, Ze x jest
sprzezone z y ze wzgledu na dziatanie G na X, jesh

dg € G(y = gx).

Oznaczamy x = .
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Twierdzenie 2.1. Niech (G,-) bedzie grupg, X # 0 zbiorem, niech G dziala na zbiér X. Wowczas
relacja = jest réwnowaznosciq oraz [x]x = Orb(x).
Dowadd. Pokazemy, ze ~ jest rownowaznoscia. Istotnie, relacja ta jest zwrotna, bo:
r = lx, wiec x = x;

jest symetryczna, bo gdy ustalimy z,y € X takie, ze x = y, a wiec takie, ze dla pewnego g € G y = gx,
to wowezas g1y = x, czyli y & x; jest tez przechodnia, bo gdy ustalimy z,y, z € X takie, ze  ~ y oraz
Yy ~ z, a wiec takie, ze dla pewnych g, h € G y = gx oraz z = hy, to woéwczas

z=hy = h(gz) = (hg)z.
Pozostaje wykazaé, ze [x]~ = Orb(z). Istotnie:

yElrla e rryedgeGly=gr)<ye Orbx).

O
Whiosek 2.1. Niech (G,-) bedzie grupg, X # (0 zbiorem, niech G dziala na 2biér X. Wowczas:
(1) Vo € X(z € Orb(z));
(2) jesli Orb(z) # Orb(y), to Orb(x) N Orb(y) = 0;
(3) jesli Orb(z) N Orb(y) # 0, to Orb(x) = Orb(y);
(4) X = U,ex Ord(z).
Przyklady:
(6) Rozwazmy grupe (G, ) i podgrupe H < G. Niech H dziala na G przez lewostronne przesuniecia.
Wowcezas:

Orb(x) ={ye G:3g€ H(y =gr)} = Hz.
(7) Rozwazmy grupe (G, -). Niech G dziata na zbiér swoich elementéw przez automorfizmy wewnetrz-

ne. Wowczas:
Orb(z) ={y € G:3g € Gy = grg ")} = K(2).

Definicja 2.4. Niech (G, -) bedzie grupg, X # () zbiorem, niech G dziala na 2bidr X . Méwimy, ze grupa
G dziala przechodnio na zbiorze X, jesli
Vo € X(Orb(z) = X).
Definicja 2.5. Niech (G,-) bedzie grupg, X # (0 zbiorem, niech G dziala na 2biér X. Zbior
Stab(x) ={g € G : gx = x}

nazywamy stabilizatorem elementu z (albo grupa izotropii, albo podgrupa stacjonarna, albo
podgrupa stabilng).

Przyktady:

(8) Rozwazmy grupe (G, -) i podgrupe H < G. Niech H dziala na G przez lewostronne przesuniecia.
Woéwcezas:
Stab(x) ={g € G:x =gz} = {1}.
(9) Rozwazmy grupe (G, -). Niech G dziata na zbiér swoich elementéw przez automorfizmy wewnetrz-
ne. Wowczas:

Stab(z) = {g€G:x=grg '} =
= {9g€G:z9g=9gx} = N{z}) = Z({z}).
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Uwaga 2.4. Niech (G,-) bedzie grupg, X # () zbiorem, niech G dziata na zbiér X. Niechg € G, x,y € X.
Wowczas:

(1) Stab(x) < G;
(2) jesli y = gz, to Stab(y) = gStab(x)g™!;
(3) jesli y = gz, to {h € G : y = ha} = gStab(z).

Dowad. (1) Ustalmy g, h € Stab(x). Woéwcezas x = gx oraz x = hz. Wobec tego h™'z = z i mamy
(gh™)z = g(h~'z) = gz = =,
a wiec gh™t € Stab(x).
(2) Zalézmy, ze y = gx. Ustalmy h € Stab(y). Wowczas:
h € Stab(y) < y=hzr < gr = h(gz)

& gr=(hg)r & (g hg)r =2
& g 'hg € Stab(z) < h € gStab(x)g™.

(3) Zalézmy, ze y = gx i ustalmy h € gStab(z). Mamy:

h € gStab(z) < g 'h € Stab(z) < (¢ 'h)r = v < he = gr & y = ha.
O

Twierdzenie 2.2. Niech (G,-) bedzie grupg, X # 0 zbiorem, niech G dziala na 2biér X . Niech v € X.
Wowczas:

|Orb(x)| = (G : Stab(x)).
Dowdéd. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : Orb(x) — Wi (Stab(x)) wzorem:
¢(gz) = gStab(x).

Jest oczywiste, ze odwzorowanie to jest surjektywne, pozostaje sprawdzié, ze jest to dobrze okreslona
injektywna funkcja. Ustalmy gz, ha € Orb(x) i niech gz = hx. Wowczas:

gr=hr & (h'g)x =1 h g e Stab(z)
& g € hStab(x) < gStab(x) = hStab(x) < ¢(gx) = ¢(hx).
U

Whiosek 2.2. Niech (G,-) bedzie grupg skoriczong, X # 0 zbiorem, niech G dziala na zbiér X. Niech
x € X. Wowczas:

|G| = |Stab(x)| - |Orb(z)].
W szczegdlnosci |Orb(z)| i |Stab(z)| sq dzielnikami liczby |G)|.

Whiosek 2.3 (Wzér klas). Niech (G,-) bedzie grupg, X # (0 zbiorem skoriczonym, niech G dziala na
zbior X . Niech Orb(xy),...,0rb(zy) bedg wszystkimi parami rozlgeznymi orbitami. Wowczas

1 X| = Z Orb(x:)| =) (G : Stab(x;)).

1=

Przyktady:
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(10) Rozwazmy grupe skonczona (G, -) i podgrupe H < G. Niech H dziata na G przez lewostronne
przesuniecia. Wowczas:

Gl = (G : H)- |H].
Otrzymujemy zatem twierdzenie Lagrange’a.

(11) Rozwazmy grupe skonczona (G, ). Niech G dziata na zbiér swoich elementéw przez automorfizmy
wewnetrzne. Wowczas:

Gl =3 K (),

gdzie K(x1),..., K(zy) sa wszystkimi parami roztacznymi klasami elementéw sprzezonych.

Uwaga 2.5. Niech (G,-) bedzie grupg skonczong. Niech G dziala na zbior swoich elementéw przez au-
tomorfizmy wewnetrzne. Niech Orb(xy),...,0rb(x;) bedg wszystkimi parami rozlgcznymi orbitami mocy
wiekszej niz 1. Wowczas:

l

Gl =12(G)] + Z (Orb(a:)| =12(G)] + Y (G = Z({z:})).

i=1
Dowaéd. Wystarczy zauwazy¢, ze:

|K(z)|=1 & {yeG:3g€Gy=grg")}

& VgeGlxg =grx) & e Z(G).

Uwaga 2.6. Niech (G, ) bedzie grupg, X # 0 zbiorem, niech G dziala na zbiér X. Wowczas:
(1) jezeli oznaczymy

G* = ﬂx € X Stab(x),

to G* < G
(2) jezeli ® : G — S(X) jest reprezentacjq wyznaczong przez dzialanie grupy G na zbiorze X, to
O(G)=G/G".
Dowdd. (1) Niech ® : G — S(X) bedzie reprezentacja wyznaczona przez dzialanie grupy G na
zbiorze X:
(I)(g> - ﬁg‘
Mamy:

geker® & [, =idy & Vre X(gz=2x)
& Vo e X(g € Stab(z)) <
& ge G
Zatem G* =ker ® < G.

(2) Wobec twierdzenia o izomorfizmie:

G/G* =~ G/ ker d = &(G).
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Definicja 2.6. Niech (G,-) bedzie grupg, X # 0 zbiorem, niech G dziala na zbidr X. Zbidr
Fiz(g) ={r e X : gz =z}
nazywamy zbiorem punktéw stalych przeksztalcenia 3,. Zbior:

X" = ﬂ Fix(g)

geG
nazywamy zbiorem punktow stalych dzialania grupy G na zbiorze X.



