1. WYKEAD 1: NORMALIZATOR, CENTRALIZATOR, KOMUTANT.

Definicja 1.1. Niech (G, -) bedzie grupq, niech H < G oraz M C G. Normalizatorem zbioru M w
podgrupie H nazywamy zbior
Ny(M)={a€ H :i,(M)=M}."
Jezeli H = G to nmormalizator zbioru M w podgrupie G nazywamy normalizatorem zbioru M i
oznaczamy N(M):
N(M)=Ng(M)={a€G:i,(M)=M}.

Uwaga 1.1. Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G oraz M C G. Wéwczas:
(1) Ng(M) < H oraz N(M) < G;
(2) jezeli M < G, to wowczas M < H wtedy i tylko wtedy, gdy Ny(M) = H oraz M < G wtedy i
tylko wtedy, gdy N(M) = G.

Dowdd. Dla dowodu czesci (1) ustalmy a,b € Ny(M). Wéwcezas i,(M) = M oraz i,(M) = M. Wobec
tego

b1 (M) =g 0 ip-1(M) = i,(iy ' (M)) = i,(M) = M,
a zatem ab~! € Ny (M).

Dla dowodu czesci (2) zatézmy najpierw, ze M <@ H. Oczywiscie Ny (M) C H, pozostaje wiec wykazaé
druga inkluzje. Ustalmy a € H. Wowczas aM = Ma, czyli aMa™' = M, a wigc a € Ng(M).

Na odwrét, zatézmy, ze Ny(M) = H. Zauwazmy najpierw, ze M C H: istotnie, przypusémy, ze dla
pewnego a € M zachodzi a ¢ H = Ny(M). Woéwcezas aMa™" # M, co jest niemozliwe wobec tego, ze
a € M oraz M jest podgrupa. Dalej, skoro H = Ny (M), dla wszystkich ¢« € H mamy aMa™' = M, a
zatem M < H. O

Twierdzenie 1.1. Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G oraz M C G. Woéwczas

Hio(M):a€ H}| = (H : Ny(M)).
Dowéd. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : {i,(M):a € H} — WH(Ny(M)) ? wzorem

O(ia(M)) =a-Ny(M), dla i, (M) € {i,(M) :a € H}.
Jest jasne, ze dla ustalonej warstwy a - Ny(M), a - Ng(M) = ¢(i(M)), pozostaje wiec wykazaé, ze
odwzorowanie ¢ jest dobrze okreslone i réznowartosciowe. Istotnie, dla a,b € H mamy:
io(M) =i,(M) < aMa' =bMb ' < b 'aMa b= M
s blaM(bta) "t =M < b tae Ny(M)
& b 'aNy(M) = Ny(M) < aNyg(M) = bNy(M).

Whniosek 1.1. Niech (G,-) bedzie grupg oraz niech x € G. Wowczas
|K(2)] = (G: N({z})). *

IPrzypomnijmy, ze i, : G — G oznacza automorfizm wewnetrzny dany wzorem ia(9) = aga™?

2Przypomnijmy, ze symbolem WLG (H) oznaczamy zbiér wszystkich warstw lewostronnych podgrupy H w grupie G.
Podobnie symbolem Wg (H) oznaczamy zbiér warstw prawostronnych.
3Przypomnijmy, ze symbolem K (z) oznaczamy klase elementéw sprzezonych z z: K(z) = {y € G : 3g € G(y = gzg™1)}.
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Uwaga 1.2. Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G oraz M < G. Wéwczas
M < Ng(M) oraz M <1 N(M).
Grupe N(M)/M nazywamy grupa Weyla * podgrupy M w grupie G i oznaczamy W (M).

Dowéd. Zauwazmy, ze poniewaz M jest grupa, dla dowolnego a € M mamy aMa™! = M, a zatem

M C Ny(M). W szczegdlnosci M jest podgrupa Ng(M). Wprost z definicji Ng(M) otrzymujemy, ze
jest to podgrupa normalna. O

Definicja 1.2. Niech (G, ) bedzie grupg, niech H < G oraz M C G. Centralizatorem zbioru M w
podgrupie H nazywamy zbior

Zy(M)={a € H:¥Ym € M(i,(m) =m)}.
Jezeli H = G, to normalizator zbioru M w G nazywamy po prostu centralizatorem zbioru M i
oznaczamy

Z(M)=Zg(M) ={a € GYm € M(i,(m) =m)}.
Jezeli ponadto M = G, to centralizator G nazywamy centrum grupy G.

Uwaga 1.3. Niech (G, ) bedzie grupg, niech H < G oraz M C G. Wéwczas:

(1) Zuy(M) < H oraz Z(M) < G oraz Z(G) < G;

(2) Zy(M) < Nyg(M) oraz Z(M) < N(M) oraz Z(G) < G.
Dowdd. Dowdd czgsci (1) pozostawiamy jako proste ¢wiczenie. Jest oczywiste, ze Zg(M) C Nyg(M) i
skoro Zy (M) jest grupa, wiec w szczegélnosei jest podgrupa Ny(M). Pozostaje sprawdzié, ze jest to
podgrupa normalna. Ustalmy a € Ny(M) i x € Zy(M). Wowcezas i, (m) = m, dla m € M, a zatem

laza—1 (M) = 1a(ia(ig " (M) = ia(ig ' (M) = m,
jako ze (i, *(m) € M. Wobec tego axa™ € Zy (M) i wobec dowolnosci wyboru x € Zg (M) otrzymujemy
CLZH(M)(Z_I C ZH(M), WIQC ZH(M> < NH(M) [l
Uwaga 1.4. Niech (G,-) bedzie grupg. Wowczas
G/Z(G) = InnG.°®

Dowdd. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : G — InnG wzorem

o(a) = i,.
Bez trudu sprawdzamy, ze ¢ jest dobrze okre$lonym surjektywnym homomorfizmem. Pozostaje spraw-
dzi¢, ze ker ¢ = Z(G) i skorzystaé z twierdzenia o izomorfizmie:

ackerg & i, =idg e Vg€ Glaga™ = g)

& Vg e Glag=ga) & ac€ Z(G).

Przyklady:
(1) Rozwazmy D(3). Wéwczas Z(D(3)) = {id}.
(2) Rozwazmy D(4). Wéwcezas Z(D(4)) = {id, O1500 }
(3) Rozwazmy S(n), n > 3. Wéwcezas Z(S(n)) = {id}.

4Hermann Weyl (1885-1955) — matematyk niemiecki.
SPrzypomnijmy, ze symbol InnG oznacza grupe automorfizméw wewnetrznych grupy G.
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(4) Rozwazmy GL(n, K). Wowczas Z(GL(n, K)) ={al : a € K*}, gdzie I oznacza macierz jednost-
kowa.

Definicja 1.3. Niech (G,-) bedzie grupg oraz niech a,b € G. Element
[a,b] = aba'b*
nazywamy komutatorem elementéw a i b.

Uwaga 1.5. Niech (G,-) bedzie grupg oraz niech a,b € G. Wéwczas:
(1) [a,a] = 1;
(2) la,b] = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ab = ba;
(3) (a) [a,0] " = [b,al;
) [ailv b] = [bv a]a_l; 0
) lab,c] = |a, C]b[b7 c|, [a, be] = [a, c][a, b];
) [la, b=, ¢[[b, ¢, al[[e, a7 ], B = 1
e) jezeli c € Z({[a,b]}), to [a,bc] = [a,c][a,b] oraz [ac,b] = [a,b][c, b];
(4) jezeli F jest grupg oraz ¢ : G — F' jest homomorfizmem grup, to
¢([a, b)) = [p(a), p(b)].

Dowdd. Proste dowody powyzszych wlasnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie. U

Definicja 1.4. Niech (G,-) bedzie grupg, niech My, My C G. Wzajemnym komutantem zbioréw
My i My nazywamy grupe
[Ml, MQ] = ({[a,b] ra e Ml,b c M2}>

Jesli My = My = G, to wzajemny komutant grupy G z samaq sobg nazywamy komutantem grupy G ¢
oznaczamy [G, G].

Whniosek 1.2. Niech (G,-) bedzie grupg, niech My, My C G. Wowczas:
[Ml,Mg] = {[al,bl]kl LR [an,bn]k" n e N, kz € Z,G,Z' € Ml,bi € MQ}

Uwaga 1.6. Niech (G, ) bedzie grupg. Komutant grupy G nie pokrywa sie na ogdl ze zbiorem wszyst-
kich komutatorow. Istniejq grupy skonczone, w ktorych iloczyn dwoch komutatorow moze nie byé rowny
zadnemu komutatorow:.

Lemat 1.1. Niech G i F' bedg grupami, ¢ : G — F' homomorfizmem grup, a My, My C G. Woéwczas:
O([My, My)) = [o(Mr), ¢(Ms)] oraz ¢([G, G]) = [¢(G), ¢(G)].
Dowdd. (C) : Ustalmy y € ¢([My, Ms)). Wowezas y = ¢(x), gdzie
r = [ay, 0] .. [an, ba)*
dla pewnych n € N, k; € Z, a; € My, b; € M,. Wobec tego:
y = o(lan, 0] - fan, bal™) = é(lar, )™ - .- d[an, ba])™
= [¢(ar), 6(00)]" - ... - [B(an), ()] € [(M), P(Mz)].

(D) : Ustalmy ¢ € ¢(M), d € ¢p(My). Woéwezas ¢ = ¢(a), d = ¢(b) dla pewnych a € M, b € M.
Mamy:

[c;d] = [#(a), p(0)] = ¢([a, b]) € H([Mi, My])

6Przypomnijmy, ze symbolem a* oznaczamy element sprzezony z a poprzez x, tj. xrax .
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i skoro ¢([M1, Ms]) < F oraz [¢p(My), p(Ms)] jest najmniejsza podgrupa zawierajaca komutatory |[c, d],
c € (M), d € (M), to [¢(M1), 9(M2)] C ¢([ My, Ms]). O
Twierdzenie 1.2. Niech (G,-) bedzie grupg, niech My < G, My < G. Wéwczas
(M, M) < G oraz |G, G| < G.
Dowadd. Ustalmy a € G. Mamy:
alMy, Mola™" = ig([My, Ms]) = [ia(Mn), ia(Ms)] =
= [aMla_l, GMQCL_l] = [Mb MQ]
U

Twierdzenie 1.3. Niech G i F bedg grupami, a ¢ : G — F surjektywnym homomorfizmem grup.
Wowczas
F jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy |G, G] < ker ¢.

Dowdéd. Zatézmy, ze F jest abelowa i ustalmy a,b € G. Wtedy
¢(la, b)) = [p(a), (b)] = 1,

a zatem |a,b] € ker ¢ i skoro ker ¢ < G oraz |G, G] jest najmniejsza podgrupa zawierajaca komutatory
[a,b], a,b € G, to [G,G] < ker ¢.

Na odwrét, zalézmy, ze [G, G] < ker ¢ i ustalmy ¢, d € F. Wobec surjektywnosci ¢, ¢ = ¢(a) i d = ¢(b),
dla pewnych a,b € G. Ponadto

[c,d] = [¢(a), 6(b)] = ¢([a,b]) = 1,

a wiec cd = dc. O
Whniosek 1.3. Niech (G,-) bedzie grupg, niech H < G. Wowczas

G/H jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy [G,G] < H.
Innymi stowy, komutant jest najymiejszq podgrupg normalng wzgledem ktorej grupa ilorazowa jest abelowa.
Whniosek 1.4. Niech (G,-) bedzie grupg. Wowczas

G/|G, G| jest abelowa.

Whniosek 1.5. Niech (G,-) bedzie grupg. Wowczas

G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy [G,G] = {1}.

Definicja 1.5. Niech (G, -) bedzie grupg. Homomorfizm kanoniczny k : G — G/[G, G| nazywamy abe-
lianizacja grupy G.

Lemat 1.2. Niech G i F bedg grupami, ¢ : G — F homomorfizmem grup. Niech My, My, C G, H < G,
Ly, Ly C F. Wowczas

(1) [¢7H(L1), 67 (La)] C ¢ ([L1, La]) oraz [¢7H(F), ¢~ (F)] C ¢~ ([F, F);
(2) [My N H, My N H] C [My, My] N H.

Dowéd. (1): Ustalmy a € ¢~1(Ly), b € ¢ (Ly). Wowcezas ¢(a) € Ly, ¢p(b) € Lo i tym samym
¢([a,b]) = [¢(a), ¢(b)] € [L1, Lo].

Zatem [a,b] € ¢~ ([Ly, Lo]) i skoro ¢~ ([L1, Lo]) < G oraz [¢p~(Ly), ¢ (Lz)] jest najmniejsza podgrupa
zawierajaca komutatory [a,b], a € ¢~ (L), b € ¢ (La), to [¢~1(L1), o~ (L2)] C ¢ ([L1, La]).



(2): Ustalmy a € My N H, b € MyN H. Wéwczas
[a,b] € [My, M)
oraz
[a,b] = aba™'b' € H.
Zatem [a,b] € [My, My) N H iskoro [My, Ma] N H < G oraz [My; N H, My N H| jest najmniejsza podgrupa
zawierajaca komutatory [a,b], a € My NH,be MyN H, to [MyNH, My H|] C [My,My]NH. O






