Zestaw zadan 9: jednoznaczno$¢ rozkladu w pierscieniach wielomianéw, kryteria
rozkladalno$ci wielomianéw.

(1) Niech P bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozkladem oraz K niech bedzie ciatem utamkow
pierécienia P. Niech ponadto f(X) = ap+ e X + ...+ a, X" € P[X], gdzie n > 0, a,, # 0.
Wykazaé, ze jesli § € K gdzie p,q € P jest pierwiastkiem wielomianu f, to plag oraz
qlan,.

(2) Niech P bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozktadem oraz K niech bedzie ciatem utamkow
pierscienia P. Niech ponadto f(X) € P[X] bedzie wielomianem unormowanym. Wykazaé, ze
jesli f ma pierwiastek w ciele K, to ma pierwiastek w pierscieniu P.

(3) Rozwiazaé dane réwnanie znajdujac najpierw pierwiastek wymierny:

(a) X3 —11X2 419X + 55 =0,

(b) X® —-3X2-5X —1=0,

(c) 6X3 —17X?% — 26X —8 =0,

(d) 12X* —92X3 + 251X? — 280X + 100 = 0.

Rozwiaza¢ dane réwnanie znajdujac najpierw pierwiastek nalezacy do pierscieniaZ[/—2]:

(a) X3 =B+ vV=-2)X2—-(5-2vV/-2)X + (7T+7V/-2) =0,

(b) X3+ (T+V=-2)X2+ (17 +6V-2)X — (11 + 11y/=2) = 0.

(5) Niech P bedzie pierscieniem catkowitym, f(X) € P[X] oraz a € P. Wykazaé, wielomian f(X)
jest nierozktadalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian g(X) = f(X + a) jest nierozkladalny.

(6) Stosujac kryterium Eisensteina wykazaé, ze wielomian f jest nierozkladalny w pierécieniu P,
jesli:

(a) f X3 -3X2-6X+3, P=Z[X],

) f=2X°+10X*+10, P=Q[X],

) f=3X%-10, P=Q[X],

) f X3+ (2+20)X?—2X +(1+14), P=2Z[]X],

) f

)

(4)

f=2X°+10X%+5X%-5, P=2Z[]X],
f=X3+11X +(3++-2), P=2[\V-2]X],
g)f X'+vY2+1, P=R[X,Y],
h) f Y3X+Y2X+Y3+Y2+X+1, P=7[X,Y],
i) f[=Y*+X3+13X 4+ (3+2), P=2Z[i|X,Y]
(7) Wielomiany X%—2 X%+2 X%—-2 X551 roztozyé na czynniki nierozktadalne nad ciatem:
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= (2X*+8X?+6), P=Q[X],

= (X3+17X?+ (4+1)), P=2Z[]X],
= (X*+X%2+1), P=1ZsX]

= (X°+Y?2+3), P=Z[[X,Y],
(X3+X+1), P=72ZX],
=Y*+XY3+ XY+ X), P=R[X,Y].



