Zestaw zadan 8: pierscienie euklidesowe, zastosowania jednoznaczno$ci rozkladu do
rozwigzywania réwnan.

(1) Niech D bedzie liczbg catkowita bezkwadratowa (tzn. niepodzielna przez kwadrat zadnej liczby
pierwszej) oraz funkcja N : Z[v/D] — N U {0} okreslona bedzie wzorem N(a 4 bv/D) =
la®> — v’ D|. Wykazadé, ze:

(a) N(af) = N(a)N(B);

(b) a € U(Z[VD]) += N(a)=1;

(c) jesli N(«) jest liczba pierwsza, to « jest elementem nierozktadalnym.

(2) Korzystajac z algorytmu Euklidesa w pierécieniu Z obliczyé NW D danej pary liczb, a nastep-
nie przedstawi¢ otrzymang liczbe w postaci kombinacji liniowej danych liczb o wspoétczynnikach
catkowitych.

(a) 2871 14,

(b) 2131 94,

(c) 3541 66,

(d) 827 i 131,

(e) 32111 7163,

(f) 871 1 3627,

(g) 2352 i 268,

(h) 15088 i 4554,

(i) 2159 i 221,

(7) 29049 i 2047,
(k) 13699 i 1349,
(1) 21567 i 5005.

(3) Korzystajac z algorytmu Euklidesa w pierdcieniu Z obliczyé¢ odwrotnos$é danego elementu pier-
$cienia Z17342
(a) 343,

(b) 185,
(c) 637,
(d) 1633.

(4) Stosujac algorytm Euklidesa do wielomianéw f i g z pierScienia Z;[z|, obliczy¢ NW D(f,g), a
nastepnie wielomian NW D(f, g) przedstawi¢ w postaci NW D(f, g) = hf+kg, gdzie h, k € Z;[x]:
(a) f=a"+52%2x 46, g =2+ 42% + 4 + 5,

(b) f=a*+22+6x+3, g=a*+23+5x+1,
(c) f=a+ 423 +42° + 6, g = 2® + 62 + 1,
(d) f=a3+ 22+ 62 +4, g=a2"+ 623+ 227 + 2.

(5) Korzystajac z algorytmu Euklidesa w pierécieniu Zs[z], obliczy¢ w Zs|x]/(x® + x + 1) odwrotnosé
danej warstwy:

(a) 22 +4z + 1+ (23 + 2+ 1),

(b) 222 + 4w+ 3+ (* + x + 1),
(c) 42 + 4w+ 2+ (* + 2 + 1),
(d) 42 + 3z + 3+ (2* + 2+ 1).

(6) Stosujac algorytm Euklidesa w pierécieniu Zli], obliczy¢ NWD danej pary liczb. (Wskazéwka:
Przyjac, ze N(a + bi) = a* + b%).

(a) 7—1 oraz 5 + 9i,
(b) 54 5i oraz 13 + 3i,



(¢c) 22+ 5i oraz 5+ 3i.
(7) Stosujac algorytm Euklidesa w pierscieniu Z[/—2], obliczyé¢ NWD danej pary liczb. (Wskazéwka:
Przyja¢, ze N(a + biv/2) = a® + 2b°).
(a) 5+ iv/?2 oraz 9,
(b) 5+ 6iv/2 oraz 4 — iV/2,
(¢) 74 6iv/2 oraz 19 + 10iv/2,
(d) 6 — 15iv/2 oraz 1 + 11iv/2.
(8) Stosujac algorytm Euklidesa w pierécieniu Z[v/3], obliczyé NWD danej pary liczb. (Wskazéwka:
Przyjaé, ze N(a + bv/3) = a® — 3b%).
(a) 7+ 5v/3 oraz 14 — 3v/3,
(b) 8 4 /3 oraz 6 — 3v/3,
(c) 14 6+/3 oraz 4 + /3.
(9) Sprawdzi¢, ze w pierscieniu Z[/—5] istnieje NWD liczb 6iv/5 oraz 6 + 3iv/5. Uwaga! Pierscien
Z[v/—5] nie jest euklidesowy!

(10) Udowodni¢, ze jedynym rozwiazaniem réwnania x> = y*+1 w liczbach calkowitych jest z = 1 oraz
y = 0. (Wskazéwka: Z[i] jest pierScieniem catkowitym z jednoznacznym rozkladem. Nastepnie
sprawdzi¢, ze jesli dane roéwnanie ma rozwiazanie w pierscieniu Z, to ma tez rozwigzanie w
pierscieniu Z,, dla dowolnego m € N. Wykorzysta¢ t¢ informacje w celu uzyskania informacji
o parzystosci badz nieparzystosci x oraz y przez rozpatrzenie rozwigzan réwnania w pierscieniu
Z4).

(11) Udowodnié, ze jedynym rozwigzaniem réwnania 223 = y* + 1 w liczbach caltkowitych jest z =1
oraz y = +£1. (Wskazowka: Z[i] jest pierScieniem catkowitym z jednoznacznym rozktadem).

(12) Udowodni¢, ze jedynym rozwigzaniem réwnania z° = y* + 4 w liczbach catkowitych sa x = 2,
y = £2 oraz x = 5, y = £11. (Wskazéwka: Skorzysta¢ z poprzedniego zadania).



