Zestaw zadan 7: podstawowe pojecia teorii podzielnos$ci, pierscienie z jednoznacznym
rozkladem.

(1) Wykazaé¢ nastepujace wlasnosci relacji podzielnosci w pierscieniu catkowitym P:
(a) jesli alb i ble, to alc;
(b) alb < aclbc;
(c) jesli alb i ale, to albx + cy,
gdzie a, b, c€ P*, x,y € P.
(2) Sprawdzi¢, czy w pierscieniu P element a jest dzielnikiem elementu b, jesli:
(a) a=1+14, b=5+2i, P =Z[];
) a=5+2V2, b=6-+2, P=7Z[\2].
(3) W pierscieniu P znalezé wszystkie dzielniki elementu a, jesli:
(a) a =13+ 25, P =Z[\/-5];
(b) a=4-2i, P=2Z\i;
(c)a=X*—1, P=R[X].
(4) W pierscieniu P wyznaczy¢ wszystkie elementy stowarzyszone z elementem a, jesli:
(a) a=6, P=1Z;
(b) a=1-8i, P=717Z]i;
(c) a=X*+4X%+2, P=17Z;X];
(d) a=2+3V=-2, P=27Z[/-2];
() a=X*+X-1, P=Q[X]
(5) Zalbézmy, ze a,b € P* sa elementami stowarzyszonymi oraz ¢ € P*. Wykazaé, ze:
) alc <= bc,
) cla <= ¢|b,
) a jest elementem nierozkladalnym <= b jest elementem nierozktadalnym,
) a jest elementem pierwszym <= b jest elementem pierwszym.
adac, czy element a jest elementem nierozktadalnym pierscienia P, jesli:
)a=7—1i, P=127Z[;
) a=1+6i, P =7Zi];
ya=X*+1, P=7ZX];
)a=X+Y:, P-RX,Y];
) a=2++-5, P=Z[-5|
ya=X*+1, P=7Z[]X];
Ja=X3+1, P=R[X].
(7) Wykazaé, ze element a nie jest elementem pierwszym pierscienia P (sprawdzi¢, czy element ten
jest nierozktadalny), jesli:
(a) a=3, P=Z[-5;
(b) a=3++-7, P=Z[-T.
(8) Zbadaé, czy element \/—6 jest elementem pierwszym pierscienia Z[v/—6].
(9) Wyznaczy¢ wszystkie rozktady elementu a na czynniki nierozktadalne w pierscieniu P, gdy:
(a) a=06, P= Z[\/—_6],
(b) a =27, P =7Z[\v-23].
(10) Zbadaé, czy element a ma rozkltad jednoznaczny na czynniki nierozkladalne pierscienia P, jesli:
(a) a=10, P =Z[y=8]
(b) a =16, P =Z[\/—15];
(c) a=5++/-3, P=7Z[V-3].



(11) Podaé¢ wszystkie z doktadnoscia do stowarzyszenia elementy nierozkladalne pierscienia P oraz
wykazacé, ze pierscien ten jest pierscieniem z jednoznacznym rozktadem, jesli:
(a) P={"€Q: NWD(m,n) =11 3{n};
(b) P={"€cQ: NWD(m,n) =1, 2{m i 5{n};

(¢) P={f3 € Q(X): NWD(f,g) =11 g(0) #0}.
(12) Wiedzac, ze pierscien P jest pierécieniem z jednoznacznym rozktadem obliczy¢ liczbe wszystkich
dzielnikéw elementu a € P, gdzie:
(a) a =180, P =1%Z;
(b) a =210 — 30i, P = Zli];
(¢) a =60, P:Z[i];
(d) a =120+ 60— P =7[v—2];
(e) a—X3+2X2+X P Zg[X]
a

) a:2+16\/—_6, b =28+ /-6, P:Z[\/—_G];

Ya=4, b=2-2y-3, P=7Z[/-3|;

Ya=T7—+/=5 b=16++-5, P =Z[\/-5|;

(d) a=6, b=3+3v-5, P=1Z[/-5].

(14) Niech ¢ : P — R bedzie izomorfizmem pierécieni. Wykaza¢, ze jesli d ~ NWD(a, b), to
o(d) ~ NWD(p(a), ¢(b)).

(15) Niech P bedzie pierscieniem z jednoznacznym rozkladem oraz a,b,c,aq,...,apn,b1,...,b, € P*.
Wykazaé, ze:

(a) jesli NWD(a,b) ~ 11 NWD(a,c) ~ 1, to NWD(a,bc) ~ 1;

(b) jesli NWD(a, b) ~1 oraz k,l €N, to NWD(a*, b) ~ 1;

(¢) NWD(ca,cb) ~cNW D(a,b);

(d) jesli NWD(a, b) ~1 oraz albc, to alc;

(e) jesli NWD(a, b) ~1 oraz albc, to alc

(f) jesli NWD(a,b) ~ 1 oraz alc i b|c, to ab|c;

g) NWD(a, b) ~ NWD(a, b+ ac);

h) jesli NWD(aq,...,a,) ~d oraz a;=db; dla i=1,...,n, to NWD(by,...,b,) ~1;

(i) jesli elementy ay,...,a, sa parami wzglednie pierwsze (tzn. NWD(a;, a;) ~ 1 dla kazdych
i £7),to NWW(ay,...,a,) =ay...ay;
(j) NWW (a, b) - NW D(a, b) ~ ab.

(16) Niech P bedzie pierécieniem z jednoznacznym rozktadem oraz ay,...,a, € P*. Definiujemy ciag
(dy,...,d,) nastepujaco: dy = ay, oraz di 1 = NWD(d;, a;41), dlai=1,...,n—1. Wykazad,
ze dp~ NWD(ay,...,a,).

(17) Wyznacz NW D(374, 306, 357, 255).
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