Zestaw zadan 3: p-grupy i twierdzenie Sylowa.

(1) Niech G bedzie dowolna grupa. Sprawdzié, czy wzory

r =1
"t = g
mfn — (xn)fl

okreslaja dzialanie grupy Z na zbiorze elementéw grupy G.
(2) Grupy rzedu p?:
(a) Udowodnié, ze jesli grupa ilorazowa G/Z(G) jest cykliczna, to grupa G jest abelowa,
(b) Udowodnié¢, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to kazda grupa rzedu p? jest abelowa;
(c) Wykazaé, ze kazda grupa rzedu p? | gdzie p jest liczba pierwsza, jest izomorficzna badz z
L, badz 7 Zyy X L.
(3) W zbiorze Z} dziatanie x okreslono wzorem

(@1, T2, 23) * (Y1, Y2, y3) = (1 + y1 + T3y2, T2 + Yo, T3 + Ys3).

(a) Sprawdzi¢, ze Z3 z dzialaniem x jest grupg nieabelowa;
(b) Sprawdzi¢, ze w tej grupie zachodzi tozsamosé

n
n- (xlwrQa 1'3) - (nxl + <2)x2I3,n:L’2, nl’g) ;
(c) Sprawdzi¢, ze dla nieparzystej liczby pierwszej p w tej grupie zachodzi tozsamosé

p- (xl,l’g,.fg) = (0,0,0)

(4) Niech G bedzie p-grupa oraz H jej dzielnikiem normalnym. Dowies¢, ze:
(a) jesli H # {1}, to |Z(G) N H| = p;
(b) jesli |H| =p, to H < Z(G).
(5) Niech G bedzie p-grupa, H < G, K < G/H i niech k : G — G/H bedzie epimorfizmem
kanonicznym. Wykazaé, ze k= 1(K) < G oraz ze jesli |H| = p', | K| = p*, to |x1(K)| = p'**.
(6) Niech G bedzie grupa rzedu p™, gdzie p jest liczba pierwsza. Wykazaé, ze dla kazdego 0 < m <n
grupa G zawiera podgrupe normalng rzedu p™.
(7) Wykazaé, ze jesli podgrupa H p-grupy G ma indeks p w grupie G, to jest podgrupa normalna.
(8) Niech p bedzie liczba pierwsza oraz G bedzie grupa niebelowa rzedu p®. Udowodnié, ze [G, G| =
Z(G) oraz | Z(G)| = p.
(9) Niech G bedzie grupa rzedu p", gdzie p jest liczba pierwsza. Udowodnié, ze G zawiera podgrupy
F;,i=0,1,...,n takie, ze:
() {1} = <F <...49F, =G,
(b) |Fj| =p',i=0,1,...,n,
(c) F;<G,i=0,1,...,n,
(d) F;/Fio1 2 Z,,i=0,1,...,n.
(10) Udowodnié, ze jezeli p jest liczba pierwsza, m liczba naturalna niepodzielng przez p oraz k jest
dowolna liczbg naturalna, to

() 2mt i
1



(Wskazéwka: Rozwazy¢ wielomian X +1 € Z,[X]. Metoda indukcji pokaza¢ nastepujaca réwnosé
wielomiandw:
(X 4+ 1) = X" +1wZ,[X].
Wykorzystujac te réwnosé obliczy¢ dwoma sposobami wspotezynniki wielomianu (X + 1)P'™ e
Z,[X] 1 poréwnaé wspétezynniki przy X pt(m=1))
(11) Wyznaczy¢ wszystkie 2-podgrupy Sylowa i 3-podgrupy Sylowa w grupie:

(a) D(3),

(b) Zas,

(C) ZG X Zﬁ,

(d) S(4).

(12) Wykazaé¢, ze grupa rzedu 15 jest cykliczna. (Wskazéwka: Wykorzystujac twierdzenia Sylowa
pokazaé, ze grupa rzedu 15 zawiera element rzedu 15).

(13) Wykazaé, ze dowolna grupa rzedu 12 zawiera wlasciwy dzielnik normalny. (Wskazéwka: Zbadaé
liczbe 3-podgrup Sylowa).

(14) Niech p > ¢ beda liczbami pierwszymi. Udowodnié, ze jesli ¢ nie jest dzielnikiem liczby p — 1, to
grupa rzedu pq jest cykliczna.

(15) Dowies¢, ze cze$¢ wspolna wszystkich p-podgrup Sylowa grupy G jest jej podgrupa normalna.
(Wskazowka: Zauwazy¢, ze jesli H < G, to ({g 'Hg:9 € G} < G.)

(16) Niech G bedzie grupa skonczona. Wykazaé, ze jesli istnieje liczba pierwsza p dzielaca rzad grupy
G taka, ze (s,)! < |G|, to G zawiera wlasciwa podgrupe normalng. (Wskazowka: Pokazaé, ze
jesi H;, i =1,...,d, sa p-podgrupami Sylowa grupy G, to odwzorowanie G — S(s,) takie, ze
g ( igg‘}1) igg';:lp) jest homomorfizmem grup o nietrywialnym jadrze.)

(17) Udowodni¢, ze jesli grupa G zawiera podgrupe o indeksie n oraz |G| > n!, to G zawiera wtasciwa
podgrupe normalng. (Wskazéwka: Pokazaé, ze jesli H jest podgrupa grupy G o indeksie n, oraz

a1H, ... a,H sawszystkimi parami réznymi warstwami wzgledem H, to odwzorowanie G — S(n)
.. aH - a,H . . ) .
takie, ze g +— ( g H - gayH) ) jest homomorfizmem grup o nietrywialnym jadrze.)

(18) Niech G bedzie grupa rzedu pq, gdzie p, g sa réznymi liczbami pierwszymi oraz a,b € N U {0}.
Wykazaé, ze jesli rzad liczby p, w grupie U(Z,), jest wickszy od a, to G ma tylko jedna g-podgrupe
Sylowa.



