Zestaw zadan 2: Dzialanie grupy na zbiorze.

(1) Dzialanie 8 grupy G na zbiorze X nazywamy dzialaniem trywialnym gdy 7" : G — S(X),
T(g) = B(g,+) jest homomorfizmem trywialnym. Sprawdzi¢, ze w kazdym z nastepujacych przy-
padkow jedyne mozliwe dziatanie grupy G na zbiorze X to dziatanie trywialne:

(a) X - zbior jednoelementowy, G - dowolna grupa;

- zbiér dwuelementowy, G - dowolna grupa rzedu nieparzystego;
b) X - zbiér dwuel t G - dowol du ni t
(¢) X - zbiér dwuelementowy, G = A(n), n > 1;
(d) X - zbiér trzyelementowy, G - grupa skonczona rzedu 6k + 1;
(e) X - zbiér n-elementowy, G - grupa rzedu p, gdzie p jest liczba pierwsza, p > n.
(2) Dzialanie grupy G na zbiorze G swoich elementow okreslone jest wzorem

T(g,2) = gzg~".

Czym sa orbity tego dziatania? Czym jest stabilizator elementu x?7 Co tworzg punkty state tego
dziatania?
(3) Dziatanie grupy G na zbiorze & jej wszystkich podgrup okreslone jest wzorem

T(9,H) =gHg™".

Czym sa orbity tego dziatania? Czym jest stabilizator elementu H? Czym sa punkty state tego
dziatania?
(4) Grupa symetryczna S(6) dziata na zbiorze {1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6} wedlug wzoru

T(,(a,b)) = (a(a), o (b))-

Wyznaczy¢ wszystkie orbity tego dziatania.
(5) Wyznaczy¢ wszystkie orbity przy dziataniu

T(A,v) = Av

grupy GL(n, K) na zbiorze K".
(6) Wyznaczy¢ wszystkie orbity przy dziataniu

T(A, (v,w)) = (Av, Aw)

grupy GL(n, K) na zbiorze K™ x K™.
(7) Sprawdzi¢, ze wzor
T((A,B),C) = ACB™

okresla dziatanie grupy GL(n, K) x GL(m, K) na zbiorze K" macierzy o n wierszach i m kolum-
nach. Wyznaczy¢ orbity tego dzialania.
(8) Sprawdzi¢, ze wzoér

T((A,B),C) = ACB™*

okresla dziatanie grupy SL(n, K)x SL(n, K) na zbiorze K" macierzy o n wierszach i n kolumnach.
Wyznaczy¢ orbity tego dziatania.
(9) Sprawdzi¢, ze wzor

T((A,B),C) = ACB"

okresla dziatanie grupy G L(n, K)x GL(n, K) na zbiorze S,, macierzy symetrycznych o n wierszach

i n kolumnach. Dla K = R i K = C wyznaczy¢ orbity tego dziatania.
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(10) Grupa
SO(2,R) = {{ cost st ] :teR}

—sint cost

izometrii parzystych plaszczyzny euklidesowej R? dziata na zbiorze R%. Wyznaczy¢ (i narysowaé
przyktadowe) orbity tego dzialania.
(11) Niech V' = (R?,n) bedzie ptaszczyzng hiperboliczng z forma kwadratows

ol [3]) =

Wyznaczy¢ grupy O(n) automorfizméw ortogonalnych i SO(n) izometrii parzystych tej przestrze-
ni ortogonalnej. Dla dziatania
T(¢,v) = ¢(v)

kazdej z tych grup na zbiorze R? wyznaczy¢ (i narysowaé przyktadowe) orbity tego dzialania.
(12) G jest grupa skoniczona, a X = 2% - zbiorem wszystkich podzbioréw tej grupy. Sprawdzié, ze

wzOr

T(9,Y)=gY ={gy:y eV}

okredla dziatanie grupy G na zbiorze X. Niech X, ={Y € X : |Y|=n} dlan =0,1,2,...,|G]|.

Sprawdzi¢, ze kazdy zbior X, jest niezmienniczy. Niech Y € X bedzie podzbiorem grupy G

spetia jacym dwa warunki:

(a)yeY=yley,

(b) Y € Stab(Y).

Sprawdzi¢, ze wtedy Y jest podgrupa grupy G i Y = Stab(Y).
(13) Dziatanie grupy G na zbiorze X nazywamy dzialaniem przechodnim (dzialaniem tranzytywnym)

gdy

Vo € XVi' € X3g € Glgz = 2/

. Ile orbit ma dziatanie przechodnie?
(14) Dla danej grupy G i jej podgrupy H znalezé taki zbior X oraz okreglié¢ dzialanie G na X, takie
ze G dziata przechodnio na X oraz podgrupa H jest stabilizatorem pewnego elementu zbioru X.
(15) Niech T': G x X — X bedzie dziataniem grupy G na zbiorze niepustym X. Sprawdzié¢, ze wzor

Ti(g, (x1,29, ..., 2x)) = (T(g,21),T(g,22),...,T(g,zx))

okredla dziatanie grupy G na zbiorze X*. Sprawdzi¢, ze zbior
Xt ={(z1,20,...,25) € X : {z1,29,..., 2} = k}

jest podzbiorem niezmienniczym tego dziatania.
(16) Niech podgrupa H grupy symetrycznej S(n) dziala w naturalny sposéb na zbiorze liter X =
{1,2,...,n}:
T(o,i) = o(1).

Grupa H jest k-krotnie tranzytywna gdy jej dzialanie T} na zbiorze X* jest przechodnie. Spraw-
dzié, ze S(n) jest n-krotnie tranzytywna i grupa A(n) jest (n — 2)-krotnie tranzytywna.

(17) Co mozna powiedzieé¢ o stabilizatorach Stab(z) i Stab(y) gdy = i y naleza do jednej orbity?

(18) Niech grupa G dziala na zbiorze X, a elementy x,y naleza do jednej orbity. Jakim podzbiorem
grupy G jest zbior {g € G : g(x) = y}?
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(19) Niech ( bedzie dzialaniem grupy G na zbiorze X. Zbiér Stab(X) = {g € G : Vx € X[gx =
x]} nazywa si¢ stabilizatorem zbioru X. Jezeli Stab(X) = {1}, to méwimy, ze G dziala
efektywnie na zbiorze X. Pokaza¢, ze:

(a) Stab(X) = KerT, gdzie T(g) = ((g,). W szczegdlnosci Stab(X) jest podgrupa normalna
grupy G;

(b) Stab(X) = {Stab(z) : x € X };

(¢) Grupa ilorazowa G/Stab(X) dziata efektywnie na zbiorze X.

(20) Niech X bedzie zbiorem trzynastoelementowym. Wykazaé, ze kazde dziatanie grupy dziewiecio-
elementowej na X ma co najmniej jeden element staly. Wskaza¢ dziatanie dwunastoelementowe;j
grupy cyklicznej na X bez elementow statych.

(21) Niech grupa G dziala na zbiorze G swoich elementéw przez automorfizmy wewnetrzne:

T(g,z) = gug™".
Sprawdzi¢, ze dla dziatania T}, zbior
X ={(v1,29,...,24) EG" 11y -9 ... 7p, = 1}

jest podzbiorem niezmienniczym. Obliczy¢, ile elementéw ma zbiér X gdy rzad grupy G jest
rowny n.

(22) Niech G bedzie grupa skonczona, a p najmniejsza liczba pierwsza dzielaca rzad n = |G| grupy G.
Wykazaé, ze podgrupa H indeksu p w grupie G jest normalna.



