Zestaw zadan 12: cialo elementéw stalych, grupa Galois, rozszerzenia Galois, grupa
Galois wielomianu, zasadnicze twierdzenia teorii Galois.

(1) Wyznaczy¢ wszystkie automorfizmy ciata

(a) Q(v2),

(b) Q(V2),

(c) Q(V2).
(2) Wyznaczy¢ wszystkie automorfizmy ciala rozktadu wielomianu z* — 2 nad Q.
(3) Wyznaczy¢ wszystkie automorfizmy ciata

(a) Q(v2,V3),
(b) Q(v/2, =3,
(4) Udowodni¢, ze jedynym automorfizmem ciata liczb rzeczywistych jest identycznosé.
(5) Wyznaczy¢ wszystkie automorfizmy ciata liczb algebraicznych rzeczywistych.
(6) Czy jesli ciato L nie ma nietrywialnych automorfizméw, to réwniez jego dowolne podciato F nie
ma automorfizmoéw nietrywialnych?
7) Wyznaczy¢ grupe automorfizméw ciata 9-elementowego.
8) Wykazaé, ze grupa wszystkich automorfizméw ciata skoniczonego jest cykliczna.
9) Uzasadnié, ze ciato R nie jest rozszerzeniem Galois zadnego podciata wlasciwego.
(10) Niech L bedzie skoficzonym rozszerzeniem normalnym ciala Q zawartym w C. Pokazaé, ze jesli
[L : Q] jest liczba nieparzysta, to L C R.
(11) Wyznaczy¢ podciato elementéw statych wzgledem grupy wszystkich automorfizméw ciata
(a) Q(v/2),
(b) Q(V2).
(12) Wyznaczy¢ wszystkie podgrupy grupy automorfizméw ciata Q(v/2, #) Dla kazdej z nich
wskazac¢ ciato elementéw statych.
(13) Wyznaczy¢ wszystkie podgrupy grupy automorfizméw ciata Q(v/2, v/3). Dla kazdej z nich wskazaé
ciato elementow statych.
(14) Wyznaczy¢ grupe Galois nastepujacych rozszerzen:
(a) Qi) € Q(i, v2),
(b) Q(i) € Q(i, V2).
Ktore z nich sg rozszerzeniami Galois?
(15) Zilustrowaé zasadnicze twierdzenia teorii Galois na przyktadzie ciata rozkladu nad Q wielomianu
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(a) a* + 2% — 6,
(b) 23 — 3,
(c) z* — 5.

(16) Poda¢ przyktad takiego ciata liczbowego L, by grupa jego automorfizméw byta
(a) grupa cykliczng rzedu 2,
(b) grupa cykliczna rzedu 4,
(c) grupa czworkowa Kleina,
(d) grupa cykliczna rzedu 6,
(e) grupa niecykliczng rzedu 6,
(f) grupa cykliczna rzedu 3,
(g) grupa cykliczna rzedu 5.
(17) Udowodnié, ze grupa Galois rozszerzenia Q C Q(&,), gdzie &, jest pierwiastkiem pierwotnym z
jedynki stopnia n, jest przemienna, a w przypadku, gdy n jest liczbg pierwsza — cykliczna.
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(18) Wyznaczy¢ grupe Galois rozszerzenia Q C Q(&,), gdzie &, jest pierwiastkiem pierwotnym z
jedynki stopnia n, oraz

(a) n =12,
(b) n =15,
(¢) n=16.

(19) Zilustrowaé zasadnicze twierdzenia teorii Galois na przyktadzie rozszerzenia Q C Q(&,), gdzie &,
jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia n, oraz

(a) f(z) ==,
(b) f(x) = —=,
(c) flz) =7,
(d) f(=)=—1.

Wyznaczy¢ ciato elementow statych wzgledem tego automorfizmu.
(21) Wyznaczy¢ podciato elementéw statych ciata F'(x) ze wzgledu na zbiér automorfizméw spetnia-
jacych Warunek

(a) f(x) =
(b) f(z) =
) f(z) =

(c

(d) flx) = —%-
Wyznaczy¢ grupe Galois rozszerzenia
(a) Zs(2?) C Zs(x),

(b) Zs(s%) C Za ().

(0) Zy(a") C Zy(a)

Ktore z powyzszych rozszerzen jest Galois?

(22) Wykazaé, ze istnieje doktadnie jeden automorfizm f ciata F'(x,y) staly na F', przy ktérym

(a) f(z) ==, f(y) =,

(b) f((L‘) = =7, f<y> =Y,

(c) f(z) ==, fly) =

-Y,
Wyznaczy¢ ciato elementow stalych wzgledem tego automorfizmu.
(23) Wyznaczy¢ podciato elementéw statych ciata F(z,y) ze wzgledu na zbiér automorfizméw spet-
niajacych warunek

(a) f(z) =z, f(y) =y,
(b) f(x) = ==, f(y) =,
(c) f(z) =z, fly) = —y,

() F(x) = =, f(y) =,
(24) Wykazaé, ze istnieje doktadnie jeden automorfizm f ciata Zz(x) taki, ze f(x) = z+1. Wyznaczy¢
cialo elementéw statych wzgledem tego automorfizmu.
(25) Wykazaé, ze istnieje dokladnie jeden automorfizm f ciata Zs(z) taki, ze f(x) = ax + b, a # 0.
Wyznaczy¢ cialo elementow statych wzgledem tego automorfizmu. Wyznaczy¢ podciato elemen-
toéw statych ciata Zz(x) ze wzgledu na zbiér automorfizméw spetniajacych warunek f(z) = ax+b,

a # 0.



(26) Zilustrowaé zasadnicze twierdzenia teorii Galois na przyktadzie rozszerzenia:
(a) F(a? 1 L) C Flx),
(b) F(a*,y*) C F(z,y),
(c) Z3(25 + 2* + 2?) C Zs(x).
(27) Wykazaé, ze istnieje dokladnie jeden automorfizm f ciata Q(z) taki, ze f(x) = ax + b, a # 0.
Wyznaczy¢ cialo elementow stalych wzgledem automorfizmu spetniajacego warunek
(a) f(z) = —=,
(b) f(z) =2z,
(c) flz)=2a+ 1.
Wyznaczy¢ podcialo elementéw statych ciata Q(z) ze wzgledu na zbiér automorfizméw spehia-
jacych wszystkie powyzsze warunki.
(28) Pokazaé, ze kazde rozszerzenie F' C L, w ktorym ciata F' i L sa skorficzone, jest rozszerzeniem
Galois. Uzasadni¢, ze grupa Galois takiego rozszerzenia jest cykliczna.
(29) Niech F' bedzie cialem, charF' = 2. Ktére z nastepujacych rozszerzen jest Galois:
(a) F(z*+x) C F(x),
(b) F(z?%) C F(x)?



