Zestaw zadan 10: baza i stopien rozszerzenia, elementy algebraiczne i przestepne,
rozszerzenia algebraiczne i skonczone.

(1) Wykazaé, ze jesli cialo L jest rozszerzeniem ciala K oraz [K : L] jest liczba pierwsza, to dla
kazdego a € L\ K jest L= K(a).
(2) Podaé baze i okresli¢ stopien nad Q kazdego z nastepujacych cial:

)(f)
\/_)

V3, 5),
(i) @<\/¥>.

(3) Wykazaé, ze jesli «, § sa elementami algebraicznymi nad cialem K stopni odpowiednio
n, m, przy czym NWD(m,n)=1, to [K(a,f): K]=nm.

(4) Wykazaé, ze jesli aq,...,a, sa elementami algebraicznymi nad ciatlem K, to
[K(ay,...,a,): K] <stay...sta,.

(5) Dowies¢, ze liczba zespolona z jest liczba algebraiczna wtedy i tylko wtedy, gdy liczba sprzezona
Z jest liczbg algebraiczna.

(6) Niech a,b beda liczbami rzeczywistymi. Udowodnié, Ze liczba zespolona a + bi jest liczba alge-
braiczng wtedy i tylko wtedy, gdy a i b sa liczbami algebraicznymi.

(7) Dowies¢, ze jesli K < L, element a € L jest algebraiczny nad ciatem K oraz b € L jest elementem
przestepnym nad K, to elementy a + b, ab sa przestepne nad K.

(8) Ktore z nastepujacych liczb sa algebraiczne? W przypadku liczb algebraicznych okresli¢ ich sto-
pief (tzn. stopien nad ciatem liczb wymiernych):

(a) 1+ v2+ V3,

(b) v +1,

(c) V5 + /5,

(d) e—1.

Uwolni¢ od niewymierno$ci w mianowniku nastepujace utamki:
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(10) Kazdy z elementéw

(9)
a)




©) —
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cialta Q(v/2) przedstawié¢ w postaci kombinacji liniowej elementéw bazy potegowej rozszerzenia
Q(v2)/Q.
(11) Niech a bedzie pierwiastkiem wielomianu X2 + 3X? — 9X + 6 € Q[X]. Kazdy z elementéw
(a)
(b) a* + a,
1
(C) 574 ; :
(d) a” +oa +

a? +2a—11
clala Q(a) przestawi¢ w postaci kombinacji liniowej bazy potegowej rozszerzenia Q(«)/Q.
(12) Niech 8 bedzie pierwiastkiem wielomianu X3 —3X + 1 € Q[X]. Kazdy z elementéw

(a)

clala Q(B) przestawi¢ w postaci kombinacji liniowej bazy potegowej rozszerzenia Q(/3)/Q.
(13) Znalezé rozszerzenie ciata QQ bedace ciatem rozktadu wielomianu

T

(a) X2 —2,
(b) X4+ X2+ 1,
(c) X3 -2,
(d) X*+2.
(14) Okresli¢ stopien nad Q i znalezé ciato rozktadu wielomianu
(a) (X2 —2)(X? - 5),
(b) X X2 +1,
(c) X
(d) X3 — 2

(&) X7 — 1,
gdzie p jest liczb@ pierwsza.

(15) Niech o € Zj3 bedzie pierwiastkiem wielomianu f(X) = X34 X2 42. Wypisa¢ wszystkie elementy
ciala Zz(a) oraz obliczyé sumy i iloczyny wybranych elementéw tego ciala.

(16) Zbudowaé ciato 4-elementowe oraz ciato 9-elementowe jako rozszerzenia odpowiednich ciat pro-
stych. Wypisa¢ wszystkie elementy tych ciat, zbudowa¢ tabelki dziatan w tych ciatach.



