Zestaw zadan 1: Normalizator, centralizator, komutant.

(1) Dowies¢, ze centralizator dowolnego podzbioru M grupy G jest podgrupa grupy G.

(2) Dowies¢, ze normalizator podgrupy H grupy G jest podgrupa zawierajaca centralizator tej pod-
grupy.

(3) Dowies¢, ze centrum grupy G jest jej podgrupa normalna.

(4) Wykazaé, ze centralizator podgrupy normalnej jest podgrupa normalna.

(5) Dowies¢, ze normalizator podgrupy H C G jest najwieksza podgrupa, w ktorej H jest podgrupa
normalng.

(6) Wyznaczy¢ normalizator N(H) podgrupy H w grupie G, jesli
(a) G = GL(2,R), a H jest podgrupa macierzy diagonalnych;

(b) G = GL(2,R), a H jest podgrupa macierzy postaci [ (1) Cll ], a €R;
(c) G=S5(4), H={(1234)).

(7) Wyznaczy¢ centrum i wszystkie klasy elementéw sprzezonych w grupie kwaternionowej Q.
(8) Wyznaczy¢ centrum grupy
(a) S(n);
(b) A(n);
(¢) D(n).
(9) Wykazaé, ze centrum grupy rzedu p"™, gdzie p jest liczba pierwsza, a n € N, zawiera wiecej niz
jeden element.
(10) Niech G bedzie zbiorem gérnotrojkatnych macierzy stopnia 3 o elementach z ciata Z,, majacych
jedynke na kazdym miejscu gtéwnej przekatne;j.
(a) Wykazaé, ze G jest grupa przemienng rzedu p® wzgledem mnozenia.
(b) Wyznaczy¢ centrum grupy G.
(c) Wyznaczy¢ wszystkie klasy elementéw sprzezonych grupy G.
yznaczy¢ centrum grupy:
GL(2,R);
0(2, ) (grupa macierzy ortogonalnych stopnia 2 nad R);
(grupa macierzy ortogonalnych stopnia 2 nad R o wyznaczniku 1);

Y

R)
R);
3 C) (grupa macierzy unitarnych stopnia 2 nad C);

(12) Wyznaczyc komutator macierzy nieosobliwych:
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(¢) dwoch transpozycji w grupie symetrycznej S(n).
(13) Dowies$¢ nastepujacych wtasnosci komutanta [G, G| grupy G:
(a) [G,G] jest podgrupa normalna G;
(b) grupa ilorazowa G/[G, G| jest przemienna;
(c) jesli N jest podgrupa normalng G i G/N jest przemienna, to [G,G] C N.
(14) Wykazac, ze jesli ¢ : G — H jest homomorfizmem, to ¢(|G, G]) = [¢(G), (G)].
(15) Skonstruowaé bijekcje miedzy homomorfizmami grupy w grupy abelowe i homomorfizmami jej

grupy ilorazowej przez komutant.
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(16) Wykazaé, ze komutant grupy GL(2, K) jest zawarty w SL(2, K).
(17) Wyznaczy¢ komutant grupy GL(2, K).
(18) Wyznaczy¢ komutant grupy GL(n, K).
(19) Wykazaé, ze komutant iloczynu prostego jest iloczynem prostym komutantéw czynnikéw.
(20) Wyznaczy¢ komutanty i rzedy grupy ilorazowej przez komutant nastepujacych grup:
(a) S(3);
(b) A(4);
(c) S(4);
(d) @s.
(21) Wyznaczy¢ komutanty grup
(a) S(n);
(b) D(n).

(22) Wykazaé, ze komutant podgrupy normalnej jest podgrupa normalna calej grupy.
(23) Ciggiem komutantéow (lub ciggiem pochodnym) grupy G nazywa sie ciag podgrup
G=GY>cM>a®» 5. ..

gdzie GO =[G, GD]. Wykazaé, ze
(a) wszystkie wyrazy ciagu komutantéw sa normalnymi podgrupami G
(b) dla kazdego homomorfizmu ¢ grupy G na grupe H zachodzi ¢(G®) = H®.



