Zestaw zadan 4: Macierze i wyznaczniki. '

(1) Obliczy¢ iloczyny macierzy:

6 4 -3 4 1
(a){_lz §H_‘j g},(b) 2 1 {g i ;},(c) 0 2 8 |,
79 1 3 -1
2 11 T
(d){l 3],(e)[1 2 345 -[12345],
2 07" [2 0
(f)[12345]-[12345]T,(g) 3 1 31
3 2 3 2
(2) DlaA:{ ] {? (1)] obliczy¢:
()A2+2AB+32 (A+ B)%
(b) A2 —2AB+ B*i (A— B)?;
(c) A2—B? (A-B)(A+B)i(A+ B)(A- B).
(3) Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej m zachodza réwnosci:
a 01" a™ 0 1 al™ 1 ma
(a){o b} :{0 bm](b){01} :{o 1}’
() [cosa —sin« [Cosma —sinma (d) a 1 _ a™ maml}
sina  cosa sinma cosma |’ 0 a 0 a™ ’
11 o)™ [1 m moml
e) |0 1 1 =10 1 m
0 01 0 0 1

(4) Jesi Ae K', Be K", C € K", D € K, to macierz { é g } nazywamy macierza klatkowa
o klatkach A, D, C, B. Sprawdzi¢, ze

Al ‘ D1 ) A2 ‘ _D2 . A1A2 + D102 ‘ A1D2 + D1B2
Cl ‘ B CQ ‘ B o ClAQ -+ 3102 ‘ Cng + BlBQ

(5) Dla A € K", B € K" udowodnié¢ réwnosé tr(AB) = tr(BA).

(6) Dla A € K, B € K™ udowodni¢ réwnos¢ (AB)T = BT AT, Poda¢ przyktad pary macierzy C, D
dla ktérych réwnoéé (CD)T = CT DT nie zachodzi.

(7) Znalezé wszystkie takie macierze A € K2, ze

R R N e

R TR bR

(8) Centralizatorem macierzy A € K] nazywamy zbior Z(A) = {X € K} : AX = XA}
(a) Sprawdzi¢, ze Z(A) jest podalgebra algebry K' (tzn. jest podprzestrzenia przestrzeni K,
zawiera macierz jednostkowa I oraz jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie).

'Pojecie macierzy wprowadzili angielscy matematycy: William Rowan Hamilton (1805 - 1865), Arthur Cayley (1821 -
1895) i John J. Sylvester (1814 - 1897) w latach 40-tych XIX w.
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(b) Wyznaczy¢ Z(

0
(c) Wyznaczy¢ Z(A) w zaleznosci od danej dowolnej macierzy A € K.
(d) Dla jakich A € K3 zachodzi réwno$¢ Z(A) = lin(I, A)?
(e) Udowodni¢, ze kazda macierz A € K2 spetnia warunek A% € lin(I, A).
(9) Niech E;. oznacza macierz kwadratowa stopnia n, ktérej element o wskanikach 4, réwny jest 1,
a pozostate elementy sg réwne 0. Obliczy¢:
(a) Ei’/‘ : Elk; (b) A - Ei’N (C) Ei’/‘ . A, (d) A - (In + aEz’r), 1 7é r, (e) (In + bEzT) . A, 1 7é r, (f)
(In + aEZ'I‘)(I’I’L -+ bEiT)) 1 7& r,
gdzie A € K], a,b € K. Zinterpretowad (d) oraz (e) w jezyku operacji elementarnych wykonanych
na A.

(10) Wykazaé, ze dla dowolnego zbioru A C K i dla dowolnej macierzy A € K, A jest przemienna
z kazda macierzg ze zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy A jest przemienna z kazda macierza ze
zbioru lin(A).

(11) Macierze postaci al, , a € K, nazywamy macierzami skalarnymi. Wykazaé, ze macierz A € K"
jest przemienna z wszystkimi macierzami ze zbioru K' wtedy i tylko wtedy, gdy A jest macierza
skalarng.

(12) Wykaz, ze zbiér macierzy postaci

|

z dziataniem mnozenia macierzy, jest grupa abelowa.
(13) Wyznacz wszystkie macierze stopnia 2 takie, ze A% = I.
(14) Wyznacz wszystkie macierze stopnia 2 takie, ze A? = 0.

(15) Oblicz f(A) jesli

000

—Ssino
coSsQy

cosa
st

], aeR

() F(X)=X2—2X —TiA= H H
110
b) f(X)=X?-5X-3[iA= |0 11
0 0 1
(16) Obliczy¢ wyznaczniki nastepujacych macierzy:
(1 2 3] -1 5 4 0 2 2 123
@) |51 4|, b)| 3 =201, (¢)|2 02}, (d |45 6],
3 25 -1 3 6 2 20 789
‘a b c | sina cosa 1 adzie o, 8,7 sa
() | bcat, (§) S%nﬂ cos /3 1 miarami katow trojkata,
c a b siny cosy 1
[ 1 e &2 11 1
(g) | &2 1 e |,gdziee=—5+i%, (h) |1 e & |, gdziee = cos* +isin,
e ¢ 1 1 &2 &
cosacos —rsinacosf —rcosasinf
(i) | sinacosfB rcosacosfl —rsinasinf
sin 3 0 rcos 3



(17) Obliczy¢ nastepujce wyznaczniki (nad R):

1 2 3 4 1 -1 1
3 2 -5 13 1 3 -1
@1 1 919 4 ®] 4 4 4
2 9 -8 25 -3 0 -8
L1000 110000
011000
0 1100 001100
()]0 01101 (e
0007110
00011
L0001 000011
100001
1001 1002 1003 1004 30 20
@ 1002 1003 1001 1002 () 20 15
&1 1001 1001 1001 999 |’ 15 12
1001 1000 998 999 12 15
1 6 20 50 140 140
0 —16 —70 —195 —560 —560
0 0 26 125 366 1064 1064
V10 —31 —154 —460 —1344 —1344 |
0 4 20 60 176 175
0 4 20 60 175 176
(18) Obliczyé¢:
1 23 4 111 2
3253 131 3
(@)1 5 3 5|nadZr, ()| 1 4 3
22 1 4 30 8 10
(19) Obliczy¢ wyznaczniki nastepujacych mac
1100 0 0 i ; (1)
vt 0l 01 2
0000 11 -
000
1000 0 1 00 0

N — /LN

15
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15
20

12
15
20
30

nad Zi,

ierzy stopnia n :
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0
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fa 1 1 1 17 [ a 1 1 1 1
1 a1 1 1 -1 a 1 1 1
1 1 a1 1 -1 -1 a 1 1

(d) 1 11 a 1 , (e) : : ’
Do : -1 -1 -1 a 1
|11 11 a | -1 -1 -1 -1 a |
[ 1 n n n n ] [a b O 0 07
n 2 n n n 0 a b 0 0
nn 3 - n n 0 0 a 0 0

(f> oon : : ’(g) oo . Do
nnmn - n—1mn 000 0 a b
nmnn - n o n b 00 0 0 a |

(20) Niech A = [a;j], a;; € Z, bedzie macierzg kwadratowa stopnia n. Pokazaé, ze det A jest liczba
cakowitg. Zalézmy dodatkowo, ze a;; = *k, gdzie k jest ustalong liczba cakowity. Pokazac¢, ze
2n=1kn dzieli det A.

(21) Pokaza¢, ze jesli A jest macierza antysymetryczn (tzn. AT = —A) stopnia nieparzystego nad R,
to jest ona osobliwa, czyli det A = 0.

(22) Liczby 20604, 53227, 25755, 20927 i 289 dziela sie przez 17. Pokazaé (bez obliczania), ze wyznacz-

2 0 6 0 4

nik rowniez dzieli si¢ przez 17.

O NN Ot
o O ot w
N © N
co N Ut N
© 3 ot

(23) Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Jak zmieni si¢ wyznacznik macierzy A,
jezeli:

(a) kazdy element a;; pomnozymy przez ¢'~7 (c ustalone),

(b) obr6cimy macierz A o 90° wokot jej “srodka” (zgodnie z ruchem wskazoéwek zegara),

(c) zapiszemy wiersze (kolumny) macierzy A w odwrotnej kolejnosci,

(d) do kazdej kolumny (wiersza) poczynajac od drugiej (drugiego) dodamy poprzednia kolumne
(poprzedni wiersz),

(e) do kazdej kolumny (wiersza) poczynajac od drugiej (drugiego) dodamy poprzednig kolumne
(poprzedni wiersz), a pierwszej kolumny (do pierwszego wiersza) dodamy stara ostatnig kolumne
(stary ostatni wiersz),

(f) do kazdej kolumny (wiersza) poczynajac od drugiej (drugiego) dodamy wszystkie porzednie
kolumny (poprzednie wiersze).

(24) Znalezé najwieksza wartosé wyznacznika macierzy kwadratowej stopnia 3, ktorej elementy sa
liczbami catkowitymi rownymi
(a) 0lub 1, (b) —1 lub 1.
(25) Przeanalizowaé¢ Przyklad 6.7 ze stron 158-159 z ksiazki A.Biatynickiego-Biruli (dowéd wzoru na

wyznacznik macierzy klatkowo-tréjkatnej det { é g 1 = det Adet B przez indukcje wzgledem

stopnia klatki B).
(26) Sprawdzi¢ tozsamosci:



b oo ab'ac
| le f e g
(a)ffz_a a b a ¢
J i G|k
a b a c¢ a d
a b ¢ d e f e g e h
(b)efghzl a b a c a d
i G okl 7@ i ik i
m n o p a b a c a d
m n m o m p

(c) Sformutowaé i udowodni¢ ogélne twierdzenie.
(27) Sprawdzi¢, ze nastepujaca réwnos¢ jest tozsamoscia:

ab‘ ac‘ad'

a b ¢ d e f e g e h
e f g h a b a c¢ a d @ cd
I z’f‘ zk‘ zl‘ F=g)je g h
m o p

m-on-o-p a b a c a d

m n m o m p

(28) Zbada¢ rozwiazalno$¢ uktadu réwnan

( r+y+2z=9
3r —y+22=10
20+ Ty —32=28
axr — by 4+ cz = 20
ar + by +cz =44

\ 10azx + 3by — cz = 26

w zaleznosci od parametréow a, b, c.
(29) Obliczy¢ wyznacznik macierzy

() A=[146531789]-[146531789],

a b c d
-b a d -—c
(b) B = —c —d a b
—d ¢ —=b a

Wskazéwka. Obliczyé¢ wyznaczniki macierzy A? oraz BBT.

(30) Niech @y, s, ..., 2, beda wszystkimi pierwiastkami wielomianu f(X) = ag X" + a; X" 1 + - -

an_1X + a,. Sumy k-tych poteg pierwiastkow

k k k
Sk:x1+m2+...+xn



sa funkcjami symetrycznymi, wiec wyrazaja sie przez wspétczynniki wielomianu (np. so = n; z

2
, . T, ;o ay a ay .
wzoréw Viete? wynikaja réwnosci s; = ——, sy = 2 — 2 E TiTj = —; —2—=itd.)
ap . n Qg
1<)

Obliczy¢ wyznacznik D macierzy

S0 S1 S22t Sp-l

S1 S9 S3 tet Sn

S2 83  S4 r Sppl

Sp—1 Sn Sn4+1 " S2p—2

(Wskazéwka: obliczyé najpierw VIV, gdzie V =V (xy,2,...,1,) jest macierzq Vandermonde’a

pierwiastkow).
Wyrazi¢ wynik przez wspotczynniki wielomianu f(X) gdy n =21 f(X) = aX?+bX +ci gdy
n=3af(X)=X>+pX +q.
Wartoéé A = a2 2D nazywamy wyréznikiem wielomianu f(X)3

(31) Sprawdzié¢, czy nastepujace macierze sa odwracalne oraz w przypadku pozytywnej odpowiedzi
obliczy¢ macierz odwrotna;:

1 2 L2 3 (l)i)_2573 }11111
(a)[2 5]’(13) 0Lz @ g 1 2 W o
oo 00 0 1 1 -1 -1 1
2 3 2
e)] 1 —-10
-1 2 1

(32) Jesli A€ K», BE K™, C € K™, D€ K", idet A0 to
blicavé L, |0 A|D 1.
e TR
. A|D .
(b) wykazaé, ze det {7‘?] =det A-det(B—-CA™'D);

(¢) podzielié na klatki 2 x 2 macierz z przykladu (d) z poprzedniego zadania; poréwnaé jej
wyznacznik z wartoscig wyrazenia det Adet B — det C'det D.
(33) Rozwigzaé nastepujace rownania macierzowe:

x| s

STHHES Ed|

1 1 1 1 —1 3
X2 1 0 |=1]4 3 2],
|1 -1 1 1 -2 5

2Frangois Viete (1540-1603) - matematyk francuski, zwany ”ojcem algebry”. Usystematyzowal osiagnigcia algebraiczne
Odrodzenia. Wprowadzil oznaczenia literowe nie tylko dla niewiadomych, ale i dla danych, np. wspoélczynnikéw réwnan,
dzigki czemu pojawily sie wzory matematyczne.

3Nazwa ”wyréznik” (”discriminant”, od lacifiskiego discriminans, od discriminantis - rozdzielajacy, odrézniajacy) po-
chodzi od J. Sylvestera.



(2 1 -3 1 -2 4
(d)_3 Q}X[1 1]:[3 —1]'
(34) Rozwiazaé¢ uktady réwnan macierzowych:
( 2 1 31 2 8
@) {1 [ 2 1] T 05
3 -1 2 1 4
BT e Y L
([ 1 1 31 35
o) RN S R Rl I
L1l [ 1]y _f1
! 13 5 3
(35) Obliczy¢ (I + aEy)™, @ #r.

(36) Wiadomo, ze macierz odwracalna mozna ”sprowadzi¢” do macierzy jednostkowej za pomoca

przeksztalcen elementarnych na wierszach. Pokazaé, ze wykonujac te same przeksztatcenia (w
tej samej kolejnoscil) na macierzy jednostkowej otrzymamy macierz odwrotn a do wyjsciowej
macierzy. Stosujac te metode obliczy¢ jeszcze raz macierze odwrotne do macierzy z poprzednich
zadan oraz nastepujacych macierzy:

011 ' 1 -1 0 0 0
1 2 -1 0 0
10 1 1

0 -1 2 0 0

(ay |1 1O Llomwy | .. L

: 0 0 0 5 1

L1 0 L0 0 0 1 1 ]
T2 —1 0 0 0 7
1 2 -1 0 0
0 —1 2 0 0
1. . .
0 0 0 - 2 -1
0 0 0 1 1

(37) (a) Polgazac', ze jezeli A% =0, to macierz I, + A jest odwracalna i (I,, + A)~' =1, — A.
(b) Pokaza¢, ze jezeli A™ = 0, to macierz I,, + A jest odwracalna i znalez¢é (I, + A) ™

010 0
001 0
(38) Znalezé kolejne potegi macierzy | @ @ 0 | 1 wykorzysta¢ je do obliczenia macierzy
000 1
000 0
1 1 1 1 17
011 11
00 11
odwrotnej do macierzy | . . .
0 00 11
0 00 0 1]




(39) Pokazac, ze dla A, B € K] jezeli macierz I,, + AB jest odwracalna, to réwniez macierz I,, + BA
jest odwracalna (lemat Vassersteina *) Wskazéwka: Obliczy¢ (I, + BA)(I, — B(I,, + AB)™1A).
o . [A|D AlO

(40) Obliczy¢ macierze odwrotne do macierzy klatkowych: [ 0 ‘ B ], [ c ‘ B

} Obliczy¢ macierze

9 1 00 111 3 1
3 92 00 011 -1 2
odwrotne do nastepujacych macierzy: 1 1 3 4| 001 2 1
5 15| 000 10
000 1 1
(41) Komutatorem [A, B] macierzy nieosobliwych A, B € GLn(K) nazywamy macierz [A, B] = ABA™'B~1.

Wykazaé, ze
1 dlaj#kii#1
I+ aE;;, ] +bEy)l = [+abEydlaj=Fkii#l
I —abEy;dlaj#kii=I

4L. N. Vasserstein, wspolczesny matematyk radziecki (do lat siedemdziesiatych) i amerykanski (od lat osiemdziesiatych).



