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4. WYKLAD 4.

4.1. Mnozenie macierzy.

Definicja 4.1. Iloczynem macierzy A = [a;] i B = [bj], gdzie A € M)\ (F), B € M]"(F), nazywamy
macierz C' = [cy], C € MJ(F), dang wzorem

Cik. — Zaijbjk.
j=1
Oznaczamy C = A - B.
Przyktady:

(4) Wprost z definicji mnozenia macierzy nad ciatem R:

1 2] [56] [1-542-7 1-6+2-8] [19 22

3 4 78| | 35447 3-6+4-8| |43 50 |°
(5) Mnozenie [ :1)) i ] [ 5 6] nie jest wykonalne.

(6) Mnozenie nie jest tez przemienne:
1 3 4
HRSE

3 4}.{5]:[11].

(7) W algebrze macierzy z dziataniem mnozenia istnieja dzielniki zera:

FE R R

Twierdzenie 4.2. (1) (AB)C = A(BC), dla A € M™(F), B € M*(F), C € M?(F).
(2) M(AB) = (AA)B = A(AB), dla A € M™(F), B€ M"(F), A€ F.
(3) (A+ B)C = AC + BC, dla A, B € M™(F), C € M*(F).
(4) D(A+ B) = DA+ DB, dla dla A, B € M™(F), D € M2 (F).

Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.
Definicja 4.3. Macierz I,, = [6;;] € M (F), gdzie
L ogdyi=j
0ij = .,
0, gdyi 7

nazywamy macierzg identyczno$ciowa. Macierz A € M (F) nazywamy odwracalng (lub nieoso-
bliwg ), jezeli istnieje macierz B € M"(F') taka, Ze

AB = BA=1,.
Macierz B nazywamy wéwczas macierzg odwrotng do A i oznaczamy AL

Whiosek 4.4. W szczegdlnosci zauwazamy, ze (M (F),+, ) jest pierscieniem z jedynkq, ktory nie musi
by¢ przemienny.
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Whniosek 4.5. (1) Macierz odwrotna jest wyznaczona jednoznacznie.
()(AB) = B 'A™!, dla A, B € M"(F).

(3) Al, = nA:A, dlaAEM;Z(F)

(4) (A= 4

) (
. . ) a b
Twierdzenie 4.6. Niech A = [ ¢ d

oraz

} € M(F) i niech A = ad —bc # 0. Wowczas A jest nieosobliwa

1 d —=b
-1 _
A _A[—C a}'

Dowdd. Bezposrednio sprawdzamy, ze
1rd =b| |ab|_ |10
Al —c a cd| |0 1]

Definicja 4.7. Macierzami elementarnymi nazywamy macierze:
(1) E;j € MJ'(F), powstale z I, przez zamiane miejscami i—tego i j—tego wiersza;
(2) E;(\) € M(F), powstale z I,, przez pomnozenie i—tego wiersza przez A € F';
(3) Eij(X) € MI(F), powstale z I, przez dodanie do i—tego wiersza j—tego wiersza pomnozonego
przez A € F.
Operacjami elementarnymi na wierszach macierzy A € M'(F) nazywamy operacje polegajace na:
(1) zamianie miejscami i—tego i j—tego wiersza;
(2) pomnozeniu i—tego wiersza przez X\ € F;
(3) dodaniu do i—tego wiersza j—tego wiersza pomnozonego przez A € F.

Przyktad:
(8) Sprawdzamy, ze na przyktad:
1 00 1 0 0 1 0 0
Boy=]00 1] E(-1)=|0 -1 0/|,By(-1)=|01 -1
010 0 0 1 00 1

Mozemy tez powiedzie¢, ze kazda z powyzszych macierzy powstata z I3 przez zastosowanie od-
powiedniej operacji elementarnej na wierszach.
Twierdzenie 4.8. Macierz E - A, gdzie A € M)(F), E € {E;;, E;(\), Ei;(\)} C M}(F), powstaje z
macierzy A przez wykonanie odpowiedniej operacji elementarnej na wierszach.
Dowdd. Niech A = [a;;] € M(F). Pokazemy, dla przykladu, ze macierz E;; - A powstaje z A przez
zamienienie miejscami 1—tego i j—tego wiersza. Istotnie:

10 ... 0 ... 0...0 ay; a2 ... Qip ay;r a1 ... QAip
o1 ...0 ...0...0 21 A22 ... Qop ao21 Q29 ... Q9
O O Ce 0 e ]_ Ce O ‘ ;1 (075} e Qi _ ajl ajg e ajn
o0 ... 1 ...0...0 Cle (ng Ce a]-n ;1 ;o ... Qip
(00 ... 0 ... 0 ... 1] [an an2 ... Qoo | | Gn1 Gp2 .. Gpp |
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O
Przyktad:
(9) Sprawdzamy, na przyktad, iz:
a b c a b c
E23 . d e f = g h 1
g h 1 d e f
Whniosek 4.9. Macierze elementarne sqg nieosobliwe oraz
(1) E;' = Ey,
) B () = B(b).
(3) E; (\) = Eij(=A).
Dowdd. Wystarczy w poprzednim twierdzeniu w roli A wzia¢ E;;, E;(A) 1 E;;(A), odpowiednio. O

Definicja 4.10. Macierze A i B, A, B € M'(F), sq wierszowo réwnowazne, jesli B mozna otrzymacé
z A przez cigg operacji elementarnych na wierszach.

Uwaga 4.11. Macierze A i B, A,B € M(F), sq wierszowo réownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy
1stniejg macierze elementarne Ey, ..., E, takie, Ze

B:Er'Erfl'...'EQ'El'A.

Twierdzenie 4.12. Niech A bedzie macierzq nieosobliwg, A € M (F'). Wowczas:
(1) A jest wierszowo réwnowazna macierzy I,
(2) A jest iloczynem macierzy elementarnych
Dowdéd. Wobec poprzedniej uwagi wystarczy oczywiscie udowodni¢ tylko pierwsza czesé¢ twierdzenia.
Niech A = [a;;] € M(F) i zal6zmy, ze istnieje macierz A~ a zatem taka, ze A~' - A = I,. Rozwazmy
uktad rownan:
a11r1 + a9 + ...+ a1y, = 0
(2121 + Q929 + ... + Aopx, = 0

Ap1T1 + Ap2X2 + ..o + Ty = 07

lub, rownowaznie, uzywajac notacji macierzowe;j:

Ty 0
4. T _ 0
Ty 0
Oczywiscie 1 = 9 = ... = x, = 0 jest jednym z rozwigzan uktadu Y. Zauwazmy, ze w istocie jest to
jedyne rozwiazanie, jesli bowiem zy,...,x, € F' jest dowolnym rozwigzaniem, to wowczas:
x1 T1 1 0 0
T2 . 35.2 A4, To _ 4 0 _ 0 |

Tn Tn Tn 0 0
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czyli zy = 29 = ... = 2, = 0. Tym samym uktad U po sprowadzeniu do postaci diagonalnej przybiera
forme

0 0
00

00 ... 10
Ale sprowadzenie uktadu do postaci diagonalnej polega na wykonaniu ciggu operacji elementarnych na
wierszach macierzy A, udowodniliémy zatem, ze A jest wierszowo réwnowazna z I,,. U

Twierdzenie 4.13. Niech A € M}(F) bedzie wierszowo réwnowazna macierzy I, (lub, réwnowaznie,
niech bedzie iloczynem macierzy elementarnych). Wéwczas A jest micosobliwa i macierz A™' moze byé
wyznaczona przez wykonanie tego samego ciggu operacyi elementarnych na wierszach I, jakie zostaly
wykonane na wierszach A aby otrzymaé I,,.

Dowdéd. Niech A = Ey - Ey - ... E,.. Poniewaz kazda z macierzy FEi, Es, ..., E, jest nieosobliwa, wiec
istnieja macierze Efl, E{l, ..., B! oraz:

E' . E;'E'E\E,...E,=1,.

Jednoczesnie réwnoéé E' ... Ey'E;Y - A = I, oznacza, ze macierz I, otrzymujemy przez kolejne za-
stosowanie operacji elementarnych odpowiadajacych macierzom E-1, ... Ey' E;' na macierzy A, za$
réwnos¢ A~ = E-' . Ey'E[ - I, oznacza, ze macierz A™! otrzymujemy przez kolejne zastosowanie
operacji elementarnych odpowiadajacych macierzom E71, ..., E; ' E;' na macierzy I,,. Il

Przyktad:

(10) Ostatnie twierdzenie dostarcza praktycznej metody wyznaczania macierzy odwrotnych. Przykta-

1 2
11
rozwazang macierz o macierz Iy i wykonywaé wszystkie operacje elementarne réwnocze$nie na
obydwu macierzach, sprowadzajac macierz A do macierzy I i jednoczesnie macierz I, do macierzy

AL
1 2(1 0 1 2 1 0
1 1[0 1 wy — w; 0 —1|-1 1| wy-(-1)

1 21 0 w —2wy [ 1 0]—=1 2
0 1|1 —1 0 1|1 -1

dowo wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy A = . Praktycznie jest “powickszy¢”

11 1
Okazuje sig, ze opisany powyzej algorytm mozna istotnie usprawni¢. W tym celu zauwazmy najpierw,
ze symetrycznie do operacji elementarnych na wierszach mozemy wprowadzi¢ operacje elementarne na
kolumnach i udowodnié¢ rezultaty analogiczne to Twierdzen 4.8 — 4.13:

1
a zatem [ L2 } = { -1 _21 } Sprawdzamy, ze wynik ten zgadza sie z Twierdzeniem 4.6.

Definicja 4.14. Operacjami elementarnymi na kolumnach macierzy A € M (F') nazywamy ope-
racje polegajgce na:

(1) zamianie miejscami i—tej i j—tej kolumny;

(2) pomnozeniu i—tej kolumny przez A € F;

(3) dodaniu do i—tej kolumny j—tej kolumny pomnozonej przez X € F.
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Twierdzenie 4.15. Macierz A - E, gdzie A € M}(F), E € {E;;, E;(\), Eij(N)} C MJ)(F), powstaje z
macierzy A przez wykonanie odpowiedniej operacji elementarnej na kolumnach.

Dowdd jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 4.8 i pozostawiamy go jako ¢wiczenie.

Definicja 4.16. Macierze A i B, A, B € M(F), s¢ kolumnowo réwnowazne, jesli B mozna otrzy-
maé z A przez cigg operacji elementarnych na kolumnach.

Uwaga 4.17. Macierze A i B, A,B € M} (F), sq kolumnowo réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg macierze elementarne Ey, ..., E, takie, Ze

B=A-E-Ey-...-E.1-E,.

Twierdzenie 4.18. Niech A bedzie macierzq nieosobliwg, A € M (F). Wéwczas A jest kolumnowo
rownowazna macierzy I,.

Dowdd jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 4.12 z kilkoma drobnymi modyfikacjami: dla macierzy
A = [a;;] € M)}(F) rozwazamy uktad réwnan:
111 + a9 T + ...+ ap1 Ty, = 0

1921 + A9 + ... + ApoTy = 0

X1 + AopXo + ... + Gpp, =0,

a wiec taki, ktérego macierz powstaje z macierzy A przez zamienienie rolami wierszy i kolumn. Réwno-
waznie uktad ten mozemy zapisa¢ jako:

[xl To ... xn}-A:[O 0 ... O}

i, jak wczes$niej, sprawdzamy, ze x1 = o = ... = x, = 0 jest jego jedynym rozwigzaniem, co oznacza,
ze po sprowadzeniu uktadu do postaci diagonalnej macierz uktadu przybiera forme macierzy identycz-
nosciowej powiekszonej o kolumne zer. Z kolei sprowadzenie uktadu do postaci diagonalnej polega na
wykonaniu ciggu operacji elementarnych na kolumnach macierzy A. Uzupelnienie szczegdtéw dowodu
pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Twierdzenie 4.19. Niech A € M(F) bedzie kolumnowo réwnowazna macierzy I,,. Wowczas A jest nie-
osobliwa i macierz A~ moze byé wyznaczona przez wykonanie tego samego ciggu operacji elementarnych
na kolumnach I, jakie zostaty wykonane na kolumnach A aby otrzymac I,.

Dowdd jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 4.13 i pozostawiamy go jako ¢wiczenie.
Przyktad:

(11) Jak w poprzednim przyktadzie, wyznaczymy nowa metoda macierz odwrotna do macierzy A =

[ L2 . Tym razem “powigkszymy” rozwazana macierz o macierz I i bedziemy wykonywac

11
wszystkie operacje elementarne na kolumnach obydwu macierzy:
1 2 1 0 1 0 1 0
1 1 1 -1 0 —1 0 1
1 0 1 —2 —1 —2 -1 2
0 1 0 1 1 1 1 -1

ko — %k + ko (1) - K
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. 121 [-1 2
a zatem 1 1 = 1 1|

Wzmiankowane usprawnienie algorytmu znajdowania macierzy odwrotnej polega na potaczeniu ze
soba rezultatéw Twierdzen 4.13 i 4.19:

Definicja 4.20. Macierze A i B, A,B € M (F), s¢ elementarnie rownowazne, jesli B mozna
otrzymac z A przez ciqg operacji elementarnych na kolumnach lub wierszach.

Twierdzenie 4.21. Niech A € M(F) bedzie elementarnie rownowazna macierzy I,,. Wowczas A jest
nieosobliwa i macierz A~' moze byé wyznaczona jako iloczyn macierzy K i W, gdzie macierz K powstaje
przez wykonanie tego samego ciggu operacyi elementarnych na kolumnach I,, jakie zostaly wykonane na
kolumnach A aby otrzymaé I,,, a macierz W przez wykonanie tego samego ciggu operacji elementarnych
na wierszach I, jakie zostalty wykonane na wierszach A.

Dowdd. Sprawdzenie, ze macierz elementarnie rGwnowazna macierzy I, jest nieosobliwa pozostawiamy
jako ¢wiczenie. Dla dowodu pozostalej czesci twierdzenia powiedzmy, ze macierz A daje sie przeksztatcié
do macierzy I, przez wykonanie ciggu operacji elementarnych na wierszach, odpowiadajacych mnoze-
niu przez macierze elementarne F, ..., F, oraz operacji elementarnych na kolumnach odpowiadajacych

mnozeniu przez Fn, ..., Eg:

—~

E ... B-A-FEy-...-E, =1,

~-1 ~—1
Mnozac z prawej strony przez, kolejno, E; ..., E;  otrzymujemy:
~—1

E . . .E-A=E . . B

a nastepnie mnozac z lewej strony przez, kolejno, E:, ey E dostajemy:

E ... BE,-E ... B -A=1,

Tym samym A~! = E . EVS,\EJ By =KW, gdzie K = InE . E’; jest macierza powstala przez

kolejne zastosowanie operacji Fy, ..., E; do kolumn macierzy I,,, a W = E, -...- E; - I, jest macierza
powstata przez kolejne zastosowanie operacji E1, ..., E, do wierszy macierzy I,. U
Przyktad:
(11) Wyznaczymy nowa metoda macierz odwrotna do macierzy A = } ? . Wygodnie jest osobno

zapisywac operacje wykonywane na kolumnach, a osobno operacje wykonywane na wierszach:

1 2 10 1 010 1 0 10 1 0|1

1 1 0 1 1 1[0 1| wy—wy |0 -1 -1 1 0 1 |-1

1 0 1 —2 1 ) 1 2

0 1 0 1 0 1 0 -1
ks — 2k, (—1) - ks

0 —1 -1 1

A R

Tym samym K = [ L2 ], W = [ Lo } 1 ostatecznie:
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4.2. Wyznaczniki.

Definicja 4.22. Niech A € M)(F') i niech A;; oznacza macierz powstalq z A przez skreslenie i—tego
wiersza 1 j—tej kolumny. Wyznacznik macierz A definiujemy indukcyjnie w oparciu o rozwiniecie
Laplace’a wzdiuz pierwszego wiersza macierzy A:

[ det([an]) = a1y,

L] det(A) = a1 det(All) — a2 det(Alg) + ...+ (_1)1+n det(Aln).
Zamiast det(A) piszemy tez |A|. Pojawiajgce sie w definicji wyznaczniki det(A;;) nazywamy minorami
macierzy A.

Przyktad:
. @11 Q12 .

(1) Niech A = . Woéwezas:

Q21 Q22
det(A) = Q1122 — A12Q921.

11 Q12 Q13

(2) Niech A = | a2 ag ass |. Wowcezas:
a31 a3z ass

det(A) = a11(a22a33 - a23a32) - 012(G21G33 - a23a31) + a13(a21a32 - a22a31)-
Wzor ten stosunkowo tatwo jest zapamigtaé stosujac schemat Sarrusa: powigkszamy macierz

A jeszcze raz przepisujac jej dwie pierwsze kolumny:

air Qi Qi3 4 G12
Qo1 Q22 G23 G21 G22 |,
az1 az2 a3z a3 432
a nastepnie dodajemy do siebie iloczyny wszystkich trojek czynnikéw lezacych na przekatnych
biegnacych z lewego gérnego do prawego dolnego rogu oraz odejmujemy iloczyny trojek z prze-
katnych biegnacych od prawego g()rnego rogu do lewego dolnego:
an ai2

\bﬁ)&/

21 22

/b&)ﬂi\

asz2

1 w rezultacie otrzymujemy:

det(A) = ai1azass + ai2a23a31 + 13021037

— Q13G22031 — 411023032 — G12021033.
Widzimy, ze obliczanie wyznacznikéw wprost z definicji jest mato ekonomiczne z obliczeniowego punk-
tu widzenia: obliczenie wyznacznika macierzy stopnia 3 wymaga obliczenia 3 wyznacznikow macierzy
stopnia 2, obliczenie macierzy stopnia 4 wymaga obliczenia 4 wyznacznikoéw macierzy stopnia 3, a za-

tem 12 wyznacznikéw macierzy stopnia 2 itd. W praktyce wyznaczniki obliczamy stosujac odpowiednie
operacje elementarne na wierszach i kolumnach macierzy.

Twierdzenie 4.23 (o wyznaczniku macierzy trojkatnej). Niech A = [a;;] € M}(F) bedzie macierzq
trojkatna, a zatem takq, Ze a;; =0, gdy i < j. Wowczas

det(A) = aq1 - agy - ... Gpy.
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Dowdd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista, zalézmy wiec, ze
A = [a;;] € M)}(F) jest macierza trojkatna i ze wyznacznik kazdej macierzy trojkatnej stopnian—1>1
rowny jest iloczynowi wspotrzednych na gtownej przekatnej. Wowcezas:

a1 0 0 e 0 0
a a 0o ... 0 0
det(4d) = | = %
Qp1 Ap2 Gp3 ... an,nfl Apn
929 0 Ce 0 0
= ai;-| RS : D | = 0-det(Ap) + ...+ (—=1)""0 - det(Ayy)
Ap2  QAp3 ... an,nfl QAnp,
= Q11 Q22 ... Anp
wobec zatozenia indukcyjnego. U

Twierdzenie 4.24 (o wyznaczniku macierzy klatkowej). Niech A = [a;;] € MJ/(F), B = [b;] € M(F),
C =lcijl € M}(F) i D = [d;;] € M]"(F). Niech ponadto

ij, gdy i <n,j<n,

7 '—’I’Ly d ) < , ] > s

E: A O :[eij]v gdZZe eij: C’] g y'l_'n,] n
D|B di—pj, gdyi>mn,j <n,

bz’—n,j—na gdyZ > naj > n.

Wowczas:

(1) %‘%‘:det(A)-det(B),
) ‘%%‘ — (1™ det(C) - det(D).

Dowdd. Udowodnimy cze$¢ (1), dowdd czesci (2) jest analogiczny i pozostawimy go jako ¢wiczenie.
Dowodd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 i dowolnego m:

a1 0 0 e 0 0
d b bio ... bim-1 bim

‘ 19 ‘ _| Ao e b=t Om L det(B) = det(A) - det(B).
dml bml bm2 o bm,mfl bmm

Zal6ézmy, ze dowodzony rezultat jest prawdziwy dla dowolnej liczby naturalnej m oraz n — 1 > 1. Niech
A = [a;] € MJ(F), B = [bi;] € M'(F), D = [d;;] € M"(F) i niech D; oznacza macierz powstalg z D

przez wykreslenie j—tej kolumny. Wowczas:
Ale - i | Ay e
el Sorenaete]
Poniewaz A;; jest macierza stopnia n — 1, wiec wobec zatozenia indukcyjnego:

j=1
Alj C"‘)
D; | B

' = det(Alj) det(B),
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a stad:
= ) (=1)'ay
1

15

A | © - :
o B’;;Ej@&fﬂmﬂmuAuymuB)

Jj=1

= (Zn:(—l)lﬂalj det(Alj)> -det(B) = det(A) - det(B).

<.
Il

0

Twierdzenie 4.25 (o0 wyznaczniku macierzy transponowanej). Niech A = [a;;] € M(F) i niech AT =
[bij] € M}(F) bedzie macierzq transponowang do A, czyli zdefiniowang wzorem b;; = aj;. Wowczas

det(A) = det(AT).

Dowdd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, gdyz
wowezas A = AT, Dla n = 2 twierdzenie wynika wprost ze wzréw podanych w Przyktadzie (1). Zalézmy,
ze twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1 > 2. Niech A = [a;;] € M (F'), niech A;.;; oznacza macierz
powstata z A przez wykreslenie wierszy o wskaznikach ¢ oraz k, a nastepnie kolumn o wskaznikach j oraz
[. Wowczas:

> (1)ag;det(Ay) = Y (=1)ay det(AT))
j=2 j=2
- (‘UHJ@U (Z(‘UQHGH det(Al,i;l,j>> = Z(_l)i+j+1aljail det(Ay1,5)-
j=2 i=2 1,j=2
Podobnie:
D (1) an det((AT)1) =) (—1)Fag det(A;)
i=2 i=2
= (—1)"an (Z(—1)2+ja1j det(Al,i;Lj)> = Z(_l)i+j+1a1jai1 det (A1 i1,5)-
i=2 j=2 ,j=2
Wobec tego:
det(A) = Z(—l)IHCLlj det(A;) = Z(—l)lﬂalj det(Ay;) + ai1 det(An)
j=1 =2
= Z(—1)1+i(li1 det((AT)h) + ap det((AT)n) == Z(—1)1+iai1 det((AT)h) = det(AT)
=2 i=1
0
Twierdzenie 4.26 (o liniowoéci wyznacznika). Niech A = [a;;] € M(F). Oznaczmy i = [ ain ... i |,

dlai € {1,...,n}, tak aby

g
A |

Bn
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Niech ponadto A\, € F oraz B, = [ a}y ... a}, |. Wowczas
[ B ] [ B ] [ B ]
Bi—1 Biz1 Bi—1
det ABi + = Adet ; + pdet !
Bis1 Bi1 Bis1
L B L O | O

Dowdd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista. Zatozmy, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla wyznacznikow macierzy stopnia n — 1 > 1. Jezeli ¢ > 1, to teza wynika
wprost z zalozenia indukcyjnego i definicji wyznacznika. Zatdézmy wiec, ze ¢ = 1. Wowcezas:

AB1+ uBy
b i ‘
det | |[——| | = Y_(-1)"(ay, + pal;) det(Ay)
. j=1
Bn
= ) Z(—1>1+ja1j det(Alj) + 1% Z(—1)1+ja'1j det(Alj),
=1 j=1
B+ pi3 b i
gdzie A = L . Poniewaz A,; = ﬁ oraz Ay; = ﬁ wiec
ﬁn Bn 15 ﬁ” 15
b |
- 1+j B - 14i 1 B2
Z(—l) Jay; det(Ay;) = det ) oraz Z(—l) ay; det(Ay;) = det )
j=1 i j=1 i
B Bn
co konczy dowdd twierdzenia. O

Whiosek 4.27. Niech A = [a;;] € M} (F). Oznaczmy:

Q15
a = : , dla j e {1,...,n},
Q5
tak aby A = [ aq ‘ ‘ QU } Niech ponadto N\, € F oraz
a’lj
o = :
a/

nj
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Wéwezas:
det ([ a1 ‘ ‘aj,l ‘ Aayj + et ‘Oéj+1 ‘ ‘ o |)
= )\det([ (03] ‘ ‘O@;l ‘ a; ‘Oéj+1 ‘ ‘Ozn D—l—,udet([ (0751 ‘ ‘Oéj_l ‘O[; ‘Oﬁj_,_l ‘ ...‘an ])
Dowod wynika wprost z Twierdzen 4.25 i 4.26.

Whiosek 4.28 (o0 zwigzku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 2). Niech A = [a;;] € M (F).

(1) Jezeli w macierzy A pomnozymy i—ty wiersz przez A € F, to wyznacznik det(A) réwniez nalezy
pomnozyc przez A € F.

(2) Jezeli w macierzy A pomnozymy j—ta kolumne przez X € F, to wyznacznik det(A) réwniez nalezy
pomnozyc przez A € F.

Twierdzenie 4.29. Niech A = [a;;] € M (F). Oznaczmy i = [ ain ... am |, dlai € {1,...,n}, tak
aby
g
A=
On

Jezeli B; = Bk, dla pewnych i,k € {1,...,n}, i # k, to wowczas det(A) = 0.

Dowdd. Mozemy bez straty ogolnosci zatozyé, ze © < k. Dowod prowadzimy przez indukcje wzgledem n.
Jezelin = 2, to1 = 1 oraz k£ = 2 i dowodzony wzor wynika wprost ze wzoru na wyznacznik macierzy
stopnia 2. Zaltézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla macierzy stopnia n — 1 > 2. Jezeli ¢ > 1 to teza
wynika wprost z zatozenia indukcyjnego i definicji wyznacznika. Zatézmy wiec, ze ¢ = 1. Mozemy réwniez
zatozy¢, ze k = 2, jezeli bowiem k > 2, to na mocy udowodnionej juz czesci twierdzenia:

[ 65 ] [ B ] [ B ]
Ba + B o B
B || G || B ||
det Bt B =0, det S = 0 oraz det 3, = 0.
Br+1 Bri1 Bri1
e wa we
Wobec Twierdzenia 4.26:
[ B ] [ 61 ] [ B ] [ 51 ] [ 51 ]
B2 + By Ba o B B
G || By By By By
det m = det 52 + det ﬁk + det ﬁg + det 5k s
Br+1 Br+1 Br+1 Br+1 Brt1
e 5 5. 3. wa
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skad

det(A) = —det Be-r

A
i tym samym wystarczy rozwazac¢ przypadek ¢ = 1 oraz k = 2. Oznaczmy przez A; o, macierz powstalta

z A przez skreslenie dwoch pierwszych wierszy oraz kolumn o wskaznikach s i t. Wowczas:

n

det(A) = Z(—1)1+ja1j det(Ay;)

j=1
n 7j—1 n T
= Z(—1)1+]6L1] <Z 1+86L25 det(Algsd)) + ( Z (—1)SCL25 det(ALg;j7s)>
j=1 s=1 s=i+l -
n 7j—1 n T
= Z(—l)lﬂal < 1+8a18 det(Algsd)) + ( Z (—1)SCL15 det(ALg;j7s)>
j=1 s=1 =j+1 -

= aja;pdet(Ay 212) — annarz det(Ag0a3) + anaradet(Ay004) + ...+ (—1)"ar1a1, det(Ay 2.1 1)

)
— appaq1 det(A2.12) + ar2a13 det(Ag21,3) — arpara det(Ar204) + ... 4+ (—1)"a12a1, det(Ag 2,0.1,)
+  ayzaqr det(A;2.1,3) — arzarza det(Ay21,3) + arzara det(Aq234) + ... + (—1)"as3a1, det(Ay 2,3.,)

+ ( ].) a1pA11 det(ALz’Ln) — (—1)”a1na12 det(Al,Q;g,n) +...+ A1na1 n—1 det(ALgm_Ln) = O,

co tatwo zauwazy¢ dodajac do siebie kolejne wyrazy pierwszego “wiersza” i pierwszej “kolumny” w
powyzszej tablicy dodawan, nastepnie kolejne (poza pierwszymi) wyrazy drugiego “wiersza” i drugiej
“kolumny”, nastepnie kolejne (poza pierwszymi i drugimi) wyrazu trzeciego “wiersza” i trzeciej “kolum-
ny” itd. O

Whiosek 4.30. Niech A = [a;;] € M} (F). Oznaczmy:

Q1;
aj = : , dlaje{l,...,n},
Qpj
tak aby A = [ oy ‘ o ‘ ay, } Jezeli a; = oy, dla pewnychi, k € {1,...,n}, 1 # k, to wéwczas det(A) = 0.

Dowo6d wynika wprost z Twierdzen 4.25 i 4.29.
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Whiosek 4.31 (o zwiazku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 1). Niech A = [a;;] € M](F).

Oznaczmy B; = [ a1

Dowdd. Rozwazmy macierz B =

det B = det(A)+det :

skad otrzymujemy teze.

det(A) = —det
B
By
Bi + B
Bit1
B
Bi + B
Br41
B
55
s
B
Bit1
+det :
Br—1
B
Br+1
B

b
Qin ], dlai € {l,...,n}, tak aby A =

B

. Wowezas

. Wobec Twierdzenia 4.26 det(B) = 0. Ponadto:

+det

= det(A)+det




36

Whiosek 4.32 (o zwiazku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 1). Niech A = [a;;] € M](F).
Oznaczmy:

Q1;
aj = : , dlaje{l,...,n},
Qpj
takabyA:[(xl‘...\(xn]. Wowczas
det(A):—det([Oél‘...‘Oéi_l‘Oék‘OéH_l‘...‘Oék_l‘Oéi‘Oék_’_l‘...‘Oén]).

Dowod wynika wprost z Twierdzenia 4.25 i Wniosku 4.31.
Whiosek 4.33 (o zwigzku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 3). Niech A = [a;;] € M} (F).

Oznaczmy [3; = [ i1 ... Qip ], dlai € {l,...,n}, tak aby
b
A=
Bn
Niech A € F. Wowczas: ) )
b
Bi
det(A) = det :
B + AGi
L G
Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze:
[ B ] [ B1 ] [ B1 ]
Bi Bi Bi
det : = det : + Adet : = det(A).
Br + ABi B Bi
L O] | Bn | | On |

0

Wnhiosek 4.34 (o zwiazku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 3). Niech A = [a;;] € M (F).
Oznaczmy:

ayj
aj; = : , dlaj e {1,...,n},
Qpj
takabyA:[al‘...‘an]. Wéwczasdet(A):—det([ozl‘...‘ai‘...‘ak+)\ai‘...‘an}).

Dowd6d wynika wprost z Twierdzenia 4.25 i Wniosku 4.33.
Przyktady:
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(3) Twierdzenie 4.23 wraz z Wnioskami 4.28, 4.31, 4.32, 4.33 i 4.34 daja praktyczna metode obliczania
wyznacznikéw: najpierw sprowadzamy dana macierz przez ciag operacji elementarnych do ma-
cierzy trojkatnej, a nastepnie mnozymy wyrazy na gtéwnej przekatnej. Dla przyktadu obliczymy
wyznacznik macierzy

1121
3145
A=17461 2
113 4
Mamy kolejno:
1121 1 1 2 1
B 31 4 5| wy— 3w B 0 -2 -2 2 W :
det(A) = 76 1 2| ws—Tw = 0 1 —13 -5
ko —ky ks — 2k, k4 —k
1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 1 -1 0 1 1 -1
= (=2) 0 —1 —13 —5 w3 + W =(=2) 0 0 —12 —6 ws |
00 1 3 0 0 1 3 wy 1
ks — ko kyq+ ko
10 0 0 100 0
01 0 0 010 0
— 200 1 3 =213 9 1 3 |=21-1-1:30=060
00 —12 —6| wy+ 13ws 00 0 30

Whiosek 4.35. Niech A = [a;;] € M]'(F). Wowczas det(A) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest
elementarnie rownowazna macierzy I,.

Dowdd wynika wprost z Twierdzenia 4.23 wraz z Wnioskami 4.28, 4.31, 4.32, 4.33 i 4.34.

Podamy teraz trzy wazne rezultaty teoretyczne: uogélnienie drugiej czesci definicji wyznacznika (twier-
dzenie Laplace’a), zwiazek z uktadami réwnan (twierdzenie Cramera) i zwiazek z mnozeniem macierzy
(twierdzenie Cauchy’ego).

Twierdzenie 4.36 (rozwinigcie Laplace’a). Niech A = [a;;] € MJ(F) i niech A;; oznacza macierz
powstatg z A przez skreslenie i—tego wiersza i j—tej kolumny. Wowczas

det(A) = Z(—l)”jaij det(A;;), dla dowolnych i € {1,...,n},

j=1

det(A) = Z(—l)”jaij det(A;;), dla dowolnych j € {1,...,n}.

i=1
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Dowdod. Udowodnimy pierwsza czesé twierdzenia, dowod drugiej czesci bedzie wynikal wprost z Twier-
dzenia 4.25. Oznaczmy (3; = [ i1 ... Qip ], dlai e {1,...,n}, tak aby

Sl
A= |
On
Jesli i = 1 to teza twierdzenia wynika wprost z definicji wyznacznika. Zatézmy, ze ¢ # 1. Niech:

8T
A

A= fia
ﬁiJrl

L On
Wowczas A;; = A); oraz, stosujac kolejno 7 — 1 razy Wniosek 4.31, det(A’) = (—1)""" det(A). Stad:

n n

det(4) = (—1) det(A) = (—1) S (~1)"™ag det(4},) = S (~1)Hay; det(Ay).
j=1 Jj=1
g
Twierdzenie 4.37 (wzory Cramera). Rozwaimy uklad réwnari:
a11T1 + ...+ A1y = b1
a1 L1+ ...+ QopTy = b2
An1X1 + ... + QpnZy, = by,.
Niech A = [a;;] € M}(F) bedzie macierzq wspétczynnikow lewych stron réwnan uktadu U i oznaczmy
by
przez A; macierz powstate z A przez zastgpienie j—tej kolumny kolumng wyrazéw wolnych
by

Wowezas uktad U ma dokladnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) # 0 i wyraZa sie ono
wzorami

det(A;) det(Asz) det(A,)
T det(A) T det(A) T T det(A)

I .
Dowdéd. Wobec Wniosku 4.35 wyznacznik det(A) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest elemen-
tarnie rownowazna macierzy I,,, a to z kolei ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy uktad & ma doktadnie
jedno rozwigzanie. Pozostaje udowodnié, ze

det(A;) det(Ay) det(A,)

ai2—+...+a1n— = bl‘,

Y qet(A) det(A) det(A)
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dla i € {1,...,n}. Wobec wzoréw Laplace’a det(A;) = > 0 (=1)"b; det(A;;), dla j € {1,...,n}, a
wobec tego

Zn: a;; det(A; Z Z aij(—1)"*7b; det(A Zn: b; (Z 1) a;; det(A;; )) = c;det(A).
j=1

7=1 =1 7j=1

Twierdzenie 4.38 (Cauchy’ego). Niech A, B € M]'(F). Wowczas det(A - B) = det(A) - det(B).

Dowdd. Niech 1 le
¢= [ﬂﬁ] :

Wobec twierdzenia o wyznaczniku macierzy klatkowej, det(C') = det(A) - det(B). Niech C" oznacza
macierz powstata przez dodanie do (n + j)—tej kolumny macierzy C, dla 7 € {1,...,n}, kolumne
pierwszg pomnozong przez bi;, kolumne¢ drugg pomnozong przez byj, ..., kolumne¢ n—tg pomnozong
przez b,;. Wowczas det(C') = det(C") i tatwo spostrzec, ze

A | AB
C = [ A 1A } |
7, drugiej strony
det(C") = (—1)™ det(AB) det(—1) = (=1)" (=1)" det(AB) = det(AB),
gdyz dla dowolnej liczby calkowitej n? + n jest liczbg parzysta. U



