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3. WYKLAD 3
3.1. Uktady réwnan liniowych.

Definicja 3.1. Niech F' bedzie ciatem. Ukladem m réwnan liniowych o niewiadomych x4, ..., x,,
m,n € N, o wspolczynnikach z ciata F' nazywamy uktad rownan postaci:

ary+ ...+ ATy = bl

a1+ ...+ a9p,T, = bg

Am1T1 + ...+ Cynn = b,

gdzie a;j,b; € F, i € {1,...,m}, j € {1,...,n}. Uklad ten nazywamy jednorodnym, gdy by = by =
...=b, =0.

Definicja 3.2. Niech F bedzie cialem. Wielomian f € Flxy,...,z,| nazywamy forma stopnia m,
gdy jest sumq jednomianow stopnia m lub wielomianem zerowym. Zbior form stopnia m z pierscienia
Flzy,...,x,] bedziemy oznaczali przez Fjlxy,. .., Tplm. Formy stopnia 1 bedziemy nazywali formami
liniowymi. Formy stopnia 2 bedziemy nazywam: formami kwadratowymi.

Uwaga 3.3. Niech F' bedzie ciatem, niech U bedzie ukiadem m réownan liniowych o n niewiadomych 4
wspdlezynnikach z F. Lewe strony réwnan nalezgcych doU sq formami liniowymi ze zbioru Fylzq, ..., x,]1,
a prawe elementami ciata F.

Definicja 3.4. Niech F' bedzie cialem, niech

l1 = bl
ly = by
lp = by,
bedzie ukladem réwnan liniowych, ly, ... L, € Fylz1,...,2,]1, b1,..., by € F. Kazde réwnanie liniowe:
a1l1 + aglg + ...+ CLmlm = albl + &2[)2 + ...+ ambm,
gdzie aq,...,a, € F, nazywamy kombinacja liniowa rownan danego uktadu. Rozwigzaniem ukiadu
U nazywamy kazdy taki cigg (aq,. .., a,) elementéw ciala F, Ze

li(afla s 7an) = bia
dlaie{l,...,m}.

Uwaga 3.5. Kazde rozwigzanie ukltadu rownan liniowych jest rozwigzaniem kazdego rownania bedgcego
kombinacjq lintowg rownan tego ukiadu.

Definicja 3.6. Dwa uktady réownan Uy i Us nazywamy réwnowaznymi gdy kazde réwnanie uktadu Uy
jest kombinacjq liniowq réownan uktadu Us i vice versa.

Uwaga 3.7. Rownowazne uklady rownan majg identyczne zbiory rozwigzan.

Definicja 3.8. Uktad rownan nazywamy sprzecznym gdy rownanie 0 = 1 jest kombinacjg liniowq
rownan tego uktadu.

Whniosek 3.9. Sprzeczny uklad réwnan nie ma rozwigzan.
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Rozwazmy uktad réwnan:

a11T1 + ...+ a1y = b1

a1y + ...+ AonTy = b2

Am1T1 F ..+ QnTn = byy.

Podamy metode rozwiazania tego uktadu przez eliminacje Gaussa.

Etap I: sprowadzenie do postaci tréjkatnej.
Wybieramy réwnanie i niewiadoma o niezerowym wspoétczynniku i nazywamy ja niewiadoma
bazowa 1 kroku. Zat6ézmy, ze jest nia z, ze wspotczynnikiem ay; # 0. Mnozymy wybrane réwna-
nie (u nas réwnanie pierwsze) przez o 1 odejmujemy od drugiego réwnania. Postepujac induk-

cyjnie mnozymy wybrane réwnanie przez % i odejmujemy od i—tego réwnania, i € {2,...,m}.
Nastepnie przechodzimy do kroku 2, w ktérym wybieramy rownanie sposrod ¢ € {2,...,m}, nie-
wiadoma bazowa drugiego kroku i powtarzamy procedure dla réwnan i € {3,...,m}. Na koniec

tego etapu uktad zostaje przeksztatcony do postaci

a11T1 +aiore +ai3xrs +... +aipT, = bl
ATy  +a23T3 +... +aoT, = by
AprTy  + ... +amTn = by
x1,...,x, zostaly wybrane jako niewiadome bazowe, a x,.1,...,x, pozostaja jako parametry.

Etap II: sprowadzenie do postaci diagonalnej.
W ostatnim réwnaniu (u nas ) wybieramy niewiadoma bazowa, powiedzmy x,., i eliminujemy

z réwnan i € {1,...,r — 1} odejmujac réwnanie 7 od i po wczesniejszym pomnozeniu przez .
Nastepnie postepujemy indukeyjnie z réwnaniami ¢ € {1,...,r — 2}. Na koniec tego etapu uktad

zostaje przeksztatcony do postaci

a1 +01 ;1 Trg1 + Qg2 Trqo + oo+ ATy = by
22T 2 +a 1 Trg1 + Q2 2Tpgo + ...+ ATy = by

QppZy  Qp 1 Tr41 + Ay r4-2L 742 + . AT, = br-

Etap III: zapisujemy rozwiazanie przenoszac parametry na prawa strone i dzielac przez wspot-

czynniki przy xi, ..., x,:
T — b @b, @
1  ay a1 r+1 s ayy
— b2 _ %41 — _ G2n
L2 T s awm Yrtl T T Gyt
_ b _ Grrpa _ _ am
T == ey — T B2,

Przyktad:
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(1) Rozwazmy uktad:

1+ 2209+ 313 — 204 + 25 =4

3x1+ 619 + dxs —4ry + 325 =5

T+ 2x9 + Tws — 4wy + 25 = 11

201 + 4wy — 203 — 324 + 325 = 6
o wspoétczynnikach z ciata Q. Zaczynamy od sprowadzenia uktadu do postaci trojkatnej. Jako
niewiadoma bazowsa pierwszego kroku wybieramy x; w pierwszym rownaniu, a nastepnie przepi-

sujemy to rownanie bez zmian, za$ od drugiego réwnania odejmujemy pierwsze pomnozone przez
3, od trzeciego pierwsze pomnozone przez 1, a od czwartego pierwsze pomnozone przez 2:

r1  +2x9 +3x3 —2x4 +x5 =4 r1 +2x5 +3x3 —2x4 +u5 =4
3ry +6xy +brz —4xy +3x5 =5 |—3-1 —4xs 214 = -7
r1 2y +Twy —dxy +wxs =11 | =1 4oy —2x4 =7
21‘1 —|—4ZE2 —2ZE3 —31L'4 +31’5 =6 | —2-1 —81’3 +x4 +x5 = -2

Jako niewiadoma bazowa drugiego kroku wybieramy z3 w drugim réwnaniu, a nastepnie prze-
pisujemy pierwsze dwa rownania bez zmian, za$ do trzeciego dodajemy drugie, a od czwartego
odejmujemy drugie pomnozone przez 2:

T +2[L’2 +31’3 —21E4 +ZL’5 =4 T +2[E2 +3£L’3 —21134 +ZE5 =4
—4l'3 +2$4 = —7 —4ZE3 +2fL’4 = —7
—8r3 +x4 Hr5 =-2 |—2-1I —3xry +ws =12

Trzecie rownanie jest réwnaniem tozsamosciowym, mozemy wiec je pomingé w dalszych rozwa-
zaniach. Jako niewiadoma bazowsg trzeciego kroku wybieramy x5 w ostatnim rownaniu. Tym
samym sprowadziliSmy uktad rownan do postaci trojkatnej, w ktorej xy, x3, x5 sa niewiadomymi
bazowymi, a xy, r4 parametrami:

T —|—3I3 +xs5 +2!I?2 —2274 =4
—41‘3 +2$4 = -7
T5 —39’24 =12

Nastepnie sprowadzamy uktad do postaci diagonalnej. W pierwszym kroku rozwazamy niewia-
domag bazowsg x5 w ostatnim réwnaniu i eliminujemy ja z pozostalych réwnan odejmujac od
pierwszego rownania trzecie:

r1 +3xr3 +ws +2x9 24 =4 | =111 1 +3x3 +2x9 4wy = -8
—4xs +2x4 = -7 —4x3 +2x4 = —7
Ty —31'4 =12 Ty —31'4 =12

W drugim kroku rozwazamy niewiadoma bazowa zs w drugim réwnaniu i eliminujemy ja z po-

zostalych réwnan dodajac do pierwszego rownania drugie réwnanie pomnozone przez %:

r1 +3w3 +2x9 424 = -8 ‘ + % -IT T +2x9 —|—g$4 = —%
—4&33 —|—2$4 = -7 —41’3 +2.§E4 = -7
T5 —31‘4 =12 Is —31’4 =12

Tym samym sprowadzilismy uktad rownan do postaci diagonalnej. Pozostaje zapisa¢ rozwigzanie,
przenosimy zatem wszystkie wyrazenia zawierajace parametry na prawa strone, pozostawiajac
na lewej stronie wyrazenia zawierajgce niewiadome bazowe, a nastepnie dzielimy wystepujace w
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uktadzie réwnania przez wspotezynniki wystepujace przy niewiadomych bazowych, co sprowadza
sie do podzielenia drugiego rownania przez —4:

T = —% —2[132 —2274 X1 = —% —2£L'2 —§ZE4
—41'3 =7 —21'4 ’ : (—4) T3 = % +§l’4
rs =12 +3x4 rs =12 +3x4

Dobrze jest uwzgledni¢ w zapisie rozwigzania wystepujace w nim parametry tak, aby rozwiazanie
uktadu réwnan o 5 niewiadomych byto istotnie piecioelementowym ciagiem (x1, za, 3, T4, Ts5):

r1 = —% —QZL'Q —3174
To = )

r3 = ;l +%£C4
Ty = Ty
Ty = 12 +3I4

Uwaga 3.10. Chcgc zaoszczedzié czas uktady rownan zapisujemy jako macierze, czyli prostokgtne ta-
bliczki liczb, ktore sq odpowiednimi wspotczynnikami w odpowiednich rownaniach.

Przyktad:
(2) Rozwazmy uktad:
r4+4y+22+5t=0
26 +y+z+4t=0
3r+5y+32+2t=0
r4+4y+42+2t=0

o wspotezynnikach z ciala Z;. Zapisujemy go w notacji macierzowej, a nastepnie rozwigzujemy
wykonujac odpowiednie operacje na wierszach macierzy:

[1 4 2 50 1 42 5]/0 1 42 510 +3 - wy
21 14|0 —2-wy 00 46|0 00 46|0

353 20 —3-w 00 46|0 —Ws 0000|0

1 44 210 —wy 002 4|0 +3 - wsy 00000

(1 4 0 110

00460]

Na tym etapie wygodnie jest wroci¢ do tradycyjnej notacji. Pozostaje zapisa¢ rozwigzanie uktadu:

r +4y +t =0 x =0 +3y +6t x =0 +3y +6¢
4z +6t =0 4z =0 +t |4 z =0 +2t

czyli po uwzglednieniu parametréw:

r =3y +6t
Yy =Y

z = 2t
t = t



21

(3) Rozwazmy uklad réwnan:
(=2 —4i)x + (=2 —6i)y + (3+4i)z+ (-2 —1i)t =0
2ix — 2ty +2—t=0
o wspotezynnikach z ciata C. Otrzymujemy kolejno:

—2—4i —2-6i 3+4i —2—i|0] —(3+4i)-w, 6—10i —10 0 1+ 3i
2i —2i 1 ~1 |0 2 -2 1 -1

[6—10@' -10 0 1+ 3 0} : (—10) [—%—i—i 10 1_18 foz o}
4 2 _ 1, 4
a zatem
@%+?¢ +y -H—ﬁ—ﬁﬂt:ﬂ y :@—im+(ﬁf%w
(=2 + i)z +z +(=z—zi)t =0 z =2-30)r +(z+39)
czyli po uwzglednieniu parametrow:
r =
y =(2- i r+ (%2-1— I%Z)t
z =2-3)r +(E+ 50t
t = t.

3.2. Algebra macierzy.

Definicja 3.11. Macierza nad ciatem F' nazywamy prostokgtng tablice elementow ciata F'.

Zbiér macierzy o wymiarach m x n oznaczamy M (F).

Napis A = [a;;| oznacza, Ze macierz A sklada si¢ z takich elementéw, ze w i—tym wierszu i j—tej
kolumnie znajduje sig¢ a;;.

Macierze A i B sq réwne, gdy A, B € M) (F) i jesli A = [a;j], B = [b;], to a;; = b;j, dla1 <i<m,
1<j<n.

Sume macierzy A = [a;;] i B = [b;;], A, B € M]'(F) definiujemy jako macierz C = [¢;;] € M (F),
gdzze Cij = Qjj + bl]

Iloczyn macierzy A = [a;;], A € M)\(F), przez skalar X\ € F definiujemy jako macierz C' = [c;;] €
M (F), gdzie c;; = A X a;;.

Macierz zerowa O definiujemy jako © = [0].
Uwaga 3.12. W szczegolnosci zavwazmy, Ze dodawanie jest dziataniem wewnetrznym w zbiorze macie-
rzy, a mnozenie przez skalar jest dziataniem zewnetrznym.

Przyktady:
(1) Wprost z definicji dodawania macierzy nad ciatem R:

R R P

(2) Dodawanie [ é i } + [ 5 6 ] nie jest wykonalne.

(3) Wprost z definicji mnozenia macierzy nad ciatem R przez skalar z ciata R:

(3224
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Twierdzenie 3.13. Niech F' bedzie ciatem, niech A, B,C € M (F), niech A\, u € F. Wowczas:
(1) (A+B)+C=A+(B+0C),

A+ (-A) =0,

A+ A =AA+ pA,

(A+ B) = A+ \B,
(14) = ()4,
1-A=A,0-A=0,

(9) jesli \A=0©, toA=0 lub A = 0.

Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Uwaga 3.14. W szczegolnosci zavwazamy, ze (M (F),+) jest grupg przemienng, w ktorej elementem
neutralnym jest ©, a element przeciwny do A to —A.



