2. WYKLAD 2

2.1. Izomorfizmy algebr.

Przyktady:

(13) Dzialania w grupach czesto wygodnie jest zapisywaé¢ w tabelkach Cayleya. Na przyktad tabelka

dziatan w grupie (Zf, ®5) wyglada nastepujaco:

(@5 [[1]2]3]4]
[ [1]2|3]4
2 [2[4[1]3
3 3142
1 [4[3]2]1

(14) W naszych rozwazaniach nie bedziemy ograniczaé sie tylko do przyktadéw grup liczbowych.

Jako przyktad grupy "nieliczbowej” rozwazmy tak zwang grupe symetryczng. Niech n € N i
oznaczmy przez S(n) zbiér wszystkich bijekcji zbioru {1,...,n} na samego siebie. Na przyktad
dla n = 3 elementy zbioru S(3) to nastepujace funkcje, ktore, dla wygody oznaczen, zdefiniujemy
za pomocy tabelek:

B S 2 3 Y BN ) O R Y EAE]
(o 12]3) “[am231] *[EE]s]1]2]
[P [ O(e[3] | [ J1[2]3]

. SS9 S3. .
‘EoEe] e EERE]

Tym samym S(3) = {ids, 01, 02, $1, S2, s3}. W zbiorze S(n) definiujemy dzialanie o wzorem

fog(x)=f(g(x)), dlaze{l,...,n}.

Okazuje sie, ze algebra (S(n), o) jest grupa. Na przyktad tabelka dziatai w grupie S(3) wyglada
nastepujaco:

[ o [ids[ o1 os]s1]ss]ss]

'Ldg ng 01 09 S1 S9 S3
01 01 09 ’Ldg S9 S3 S1
09 02 ng 01 S3 S1 So
S1 S1 S3 S92 'Ldg 02 01
S92 So S1 S3 01 ng 09
S3 S3 So S1 02 01 ng

Widzimy, ze jest to przykltad grupy nieprzemiennej: s; 0 0; = so, ale 01 0 57 = s3.

(15) Innym przyktadem grupy "nieliczbowej” jest grupa izometrii wlasnych n-kata foremnego,

ktora bedziemy oznaczaé przez D(n). Na przyktad dla n = 3 grupa D(3) sklada sie z nastepuja-
cych izometrii trojkata réwnobocznego:
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3 3 3
~
N N
I1D;: 1 2 O : 1 2 O, : 1 2
identycznos¢ obrot o 120° obrot o 240°
3 3 3
Sy e 2 Sy : 1 S Sy : 1 2
symetria wzgledem symetria wzgledem symetria wzgledem
symetralnej przechodzacej symetralnej przechodzacej symetralnej przechodzacej
przez wierzchotek 1 przez wierzchotek 2 przez wierzchotek 3

Dzialaniem grupowym jest sktadanie izometrii. Na przyktad tabelka dziatan w grupie D(3) wy-
glada nastepujaco:

[ o [[IDs] O [ Os [ S [ 5 | 8 |
IDg ID3 01 02 Sl Sg 53
01 01 02 IDg Sg Sg Sl
02 02 IDg 01 Sg Sl SQ
Sl Sl Sg 52 IDg 02 01
52 Sg Sl 53 01 IDg 02
Sy || Sz | S2 | S1 | O2 | Oy |IDs

Tak jak w poprzednim przyktadzie, grupy D(n) nie sa przemienne.

Definicja 2.1. Niech (G1,*1) i (Ga,*2) bedqg grupami. Funkcje f : G1 — Go nazywamy izomorfizmem
grup, jezeli jest bijekcjq i speiniony jest warunek

Va,y € Gilf(x*1y) = f(z)*2 f(y)]

Jezeli istnieje izomorfizm f : Gi — Ga, to grupy G, © Gy nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy
przez G = Gs.
Przyktad:
(16) Grupy S(3) i D(3) sa izomorficzne. Istotnie, rozwazmy funkcje f : S(3) — D(3), ktéra, dla
wygody oznaczen, zdefiniujemy tabelks jako:
[ o [ids o]0 [s1]sn]ss]
(@) [IDs [01[O;] 51 ]55] 5% ]
Oczywiscie jest to bijekcja. Poréwnujac tabelki dziatan w S(3) i D(3) widzimy, ze jest to tez
izomorfizm grup.

Definicja 2.2. (1) Niech (Ry,41,1) i (Rg,+2,2) bedq pierscieniami. Funkcje f : Ry — Ry nazywa-
my izomorfizmem pierscieni, jezeli jest bijekcjq i spetnione sq warunki:
i V:)s,y S Rl[f(x +1 y) - f(:l:’) +2 f(y)]’
b V:)s,y S Rl[f(x ‘1 y) = f(:l:’) "2 f(y)];
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d f(]‘Rl) = 1R2;
gdzie 1r, oznacza jedynke pierScienia Ry, a 1g, jedynke pierscienia Ry. JeZeli istnieje izomorfizm
f: Ry — Ry, to pierscienie Ry i Ry nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy przez Ry = R,.

(2) Niech (Fi,+1,1) @ (Fa,+9,2) bedg ciatami. Funkcje f : Ry — Ry nazywamy izomorfizmem

cial, jezeli jest bijekcjq i spelnione sq warunki:

o Vz,y € Fi[f(x +1y) = f(z) +2 f(¥)],

o Vz,y € Fi[f(x1y) = f(x) 2 f(y)],

b f(lFl) = 1F27
gdzie 1, oznacza jedynke ciata Fy, a 1, jedynke ciala Fy. Jezeli istnieje izomorfizm [ : Fy — Fb,
to ciata Fy v Fs nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy przez Fy = Fs.

2.2. Ciatlo liczb zespolonych.

Twierdzenie 2.3. Niech C = R2. W zbiorze C okreslamy dodawanie:
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
oraz mnozenie:
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).
Wowezas (C, 4+, -) jest cialem, w ktorym elementem neutralnym dodawania jest (0,0), a elementem neu-
tralnym mnoZenia jest (1,0).

Dowdéd. Pokazemy dla przyktadu, ze kazdy # (0,0) element ma element odwrotny wzgledem mnozenia.
Niech (0,0) # (a,b) € C. Rozwazmy element:

a b
- C.
<a2+62’ a2+b2) ©
a b a’+0b% ab—ab
b) - — = =(1,0).
(a,6) (a2+b2’ a2+b2) <a2+b2’a2+b2) (1,0

Definicja 2.4. Clialo (C, +, ) nazywamy ciatem liczb zespolonych. Zwyczajowo piszemy a+ib zamiast
(a,b) oraz a zamiast (a,0). Liczbe a nazywamy czescia rzeczywista liczby a+bi i oznaczamy R(a+bi).
Liczbe b nazywamy czescia urojona liczby a + bi i oznaczamy I(a + bi).

Przyktady:
(1) Sprawdzamy, ze (1 — i) + (44 7i) = 5+ 6i, (=1 +3i) - (2 —5i) = ((—=1) -2 =3 (=5)) + ((=1) -
(=5) +3-2)i =13+ 114 oraz 52 = (=14 31) - (2+50) " = (=1 +30) - (55 + 501) = 59-
(2) Podobnie sprawdzamy, ze i - i = —1.

Woéwezas

O

Uwaga 2.5. Poniewaz, jak zauwazyliSmy, © -1 = —1, intuicyjnie przyjmujemy +/—1 = 1.
Definicja 2.6. Niech z = a + bi € C. Liczba sprzezong z liczbg z nazywamy liczbe Z = a — bi.

Przyktad:
(3) Wprost z definicji widzimy, ze 1 + 21 = 1 — 2i.

Twierdzenie 2.7. Niech z,w € C. Wowczas:
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(3) z-w

% -

Dowdd. Pokazemy dla przykladu wlasnosé (4). Niech z = a + bi, w = ¢ + di. Wowczas
z a+bi  (a+bi)(c—di) ca+bd cb—ad,

_ ' = + :
w c+di 2+ d? 2+ d? c2+al2Z

=z,
E .
=, 0ilew # 0.

skad
_ca+bd cb — ad .

Z
- = — i.
w A+ d® 2+ d?

7, drugiej strony
_a—bi  (a—bi)(c+di) ca+bd_cb—adi
Ce—di A 4+d2 A+ d2 A+

SER

O

Definicja 2.8. Niech z = a + bi € C. Wartoscia bezwzgledna (albo modultem) liczby z nazywamy
liczbe rzeczywistq |z| = Va? + b2.
Przyktad:
(4) Wprost z definicji widzimy, ze |3 + 4i| = /3% + 42 = 5.

Twierdzenie 2.9. Niech z,w € C. Wowczas:

(1) |z —w| = odleglosé miedzy punktami z i w,
(2) |2z - w| = [2] - Jwl,
3) |z =2z

Dowdd. Niech z = a + bi, w = ¢ + di.
(1) Wprost z definicji modutu:
2 —w| = |(a—¢)+ (b —d)i| = V/(a—c)* + (b—d)?,
co, z kolei, jest doktadnie réwne odlegtosci miedzy punktami o wspotrzednych (a,b) i (¢, d).
(2) Podobnie jak w punkcie (1) otrzymujemy:
|z-w| = |(ac — bd) + (ad + be)i| = Va2c? — 2abed + b2d? + a2d? + 2abed + b2c2
= Va2 +R)+ (R +d) =V + 2 VE+d2 =z |wl
(3) Podobnie jak w poprzednich punktach:
2> =a®+ 0> = (a+bi) (a—bi) =z-Z.

Definicja 2.10. Niech z = a + bi € C. Niech (r, ) bedq takimi liczbami, ze a = r cos ¢, b = rsin ¢:

(tj. niech (r,¢)) bedg wspdlrzednymi biegunowymi punktu (a,b)), a wiec niech z = rcos ¢ + irsin ¢ =
r(cos ¢ + isin ¢). Przedstawienie to nazywamy postacia trygonometryczng liczby z. Kqt skierowany
¢ nazywamy argumentem liczby z i oznaczamy arg(z). Kaqt skierowany 6 € [0,2m) taki, Ze cos =
cosarg(z) i sin @ = sinarg(z) nazywamy argumentem gtéwnym liczby z i oznaczamy Arg(z).
Przyktady:
(5) Rozwazmy liczbe z = 1 44, czyli punkt o wspoélrzednych (1, 1) na ptaszcezyZnie zespolonej:
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2=(a,b)
) b
¢
2=(1,1)
V2, 1
/4

Z rysunku tatwo odczytujemy, ze r = v/2, za$ przykladowa warto$é kata ¢ to 7. W szczegolnosci
argument gtéwny liczby z = 1+ to Arg(z) = §. Argumentami arg(z) tej liczby moga tez by¢,

na przyktad, liczby %’r, 1?7”, 2‘?’7“ itd. jako ze
Cm o O o UTm o 25w - T — g 9T — g LT _ o 25m
sin § = sin 7 = sin =7 = sin =" i rtéwnoczesnie cos § = cos 7 = cos =f* = cos =".

Tym samym przyktadowe postaci trygonometryczne liczby z = 1 + i to

T .. T 9r . . 9«
z—\/§(c081+zsmz)—\/§<cosz+zsmz)—...

(6) Rozwazmy liczbe z = /3 — i, czyli punkt o wspéhrzednych (v/3, —1) na ptaszczyznie zespolonej:

117/6 V23

=(/3,-1)
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7 rysunku tatwo odczytujemy, ze r = 2, zas przyktadowa wartos¢ kata ¢ to 11“ . W szczegodlnosei
argument gléwny liczby 2z = v/3 — i to Arg(z) = LT Argumentami arg(z) teJ liczby moga tez

by¢, na przyktad, liczby = 27 35“, ﬂ itd. jako ze
sin HT’T = sin 2%” = sin 32” = sin % 1 rbwnoczesnie cos HT” = cos 237” = cos 3%” = Cos %

Tym samym przykladowe postaci trygonometryczne liczby z = v/3 — i to

5 117 s 117 5 237 s 237
= — in— | = — n— | = ...
z cos 5 1S 5 cos 5 1S 5

Twierdzenie 2.11. Niech z; = r1(cos ¢y + isin ¢y), zo = ra(cos pg + isin ¢o) € C. Wowczas:

(1) 2122 = rirz[cos(¢1 + d2) + isin(¢r + ¢2),
(2) 2 = teos(d1 — ¢2) +isin(¢1 — ¢a)], 0 ile 2 # 0,
(3) L = %(cos@ —isin¢y), o ile z5 # 0.

zZ1
Dowdd. Wzory te wynikajg wprost ze wzoréw na sumy i réznice funkcji trygonometrycznych znane ze
szkoly sredniej. Udowodnimy dla przyktadu whasnosé (1):
2129 = riraf(cos ¢ + isin ¢p)(cos ¢g + isin ¢o)]
= 7172[(COS 1 COS Py — sin ¢y sin ¢o)] + i(cos @1 sin Py + sin Py cos o]
= rirafcos(dr + ¢2) + isin(pr + ¢9)].

Przyktad:
(7) Rozwazmy postaé trygonometryczng liczby (1 + i)(v/3 — i). W poprzednich przyktadach spraw-
dzilismy, ze

1+i:\/§<cos%+isin%)

oraz

11 11

V3—i=2 cos—ﬂ—i-isin—ﬁ .
6 6
Wobec tego postaé¢ trygonometrzyczna liczby (14 14)(v/3 — i) to:
25 25T
2v/2(cos 1—; + isin E)
Zauwazmy przy tym, ze
26m 24w 7

T
1 1 TTn
wobec czego

247 T . 24r o
COS —— = €0S — oraz sin —— = sin —

12 12 12 12
i liczbe (1 +4)(v/3 — i) mozemy tez zapisaé jako

(1+d)(V3—i) = 2\/7(0085 + isin E)
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Tym samym postugujac sie postacig trygonometrycznag liczb zespolonych mozemy wyznaczy¢
doktadne wartosci funkcji trygonometrycznych kata 5. Istotnie:

(1+d)(V3—i) = (V3+1)+ (V3 —1)i
_ V3+1  V3-1.
= 2\/5( 23 + NG Z)

) 2\/§<¢61¢§+f;\/§i>7

co po poréwnaniu z postacia trygonometryczng liczby (14 14)(v/3 —4) daje

T V6++2 s \/5—\/5_

COS — = oraz sin — —

12 4 12 4
Whiosek 2.12 (de Moivre). Niech z = r(cos¢ + isin¢) € C, niech n € N. Wowczas 2" = r™(cos n¢ +
isinng).
Przyktad:
(8) Przy pomocy wzoréw de Moivre’a potegowanie potrafi by¢ naprawde szybkie. Obliczmy dla przy-
ktadu (1 + 4)'°. Sprawdzilismy juz, ze

1+:1= ﬁ(cosz +z’sinz> .
4 4
Wobec tego
10 10
(1+4)1° =32 (cos —~ +isin— ) .
4 4
Ale z drugiej strony

o + =
- = _ = m J—
4 4 4 2
i wobec tego
107 B T . 10w .
cos Y cos 5 oraz sin Y sin 5

i liczbe (1 + 4)° mozemy zapisa¢ jako

(1+49)° =32 (cosg +isin g) = 32(0 + 14) = 32i.

Twierdzenie 2.13. Niech z = r(cos p+isin @) € C, niechn € N. Wowczas z man réznych pierwiastkow
stopnia n danych wzorem

751N

2k 2k
Wy = {77_“<cos¢jL T tisi ¢+ W),
gdzie k € {0,1,...,n—1}.
Dowdd. Niech w € C bedzie taka liczba, ze w™ = z i niech
w = s(cosf + isinb).
Wowczas s™(cosnf + isinnf) = r(cos¢ + isin @), skad s = {/r oraz

cosnf = cos¢ i sinnf = sin ¢.
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Tym samym, wobec okresowosci funkcji cos i sin
nf = ¢+ 2krw, dla k € N,
a wiec 0 = ‘Hnﬂ, dla k € N. Zauwazmy jednak, ze dla k > n:

p+2kn  o+2n+0O)n P+ 2nm+ 21 5 +<Z>+2€7T
= = = 27
n n n ’
skad cos ¢+2k” = co ¢+2h i sin d’fk” = sin ¢+—jh Wobec tego otrzymujemy tylko n réznych liczb i
wystarczy rozpatrywac ke {0,...,n—1}. O
Przyktad:

(9) Wyznaczymy wszystkie pierwiastki stopnia 6 z liczby —2. Sprawdzamy, ze
—2=2(—140i) = 2(cosT +isinm).
Wobec tego pierwiastki stopnia 6 z —2 wyraza sie nastepujacymi wzorami:

1
wy = %(cos%—l—z’sin%) :\6@(?%—25)

3 3
w, = V2 cos—w+isin—7r):w<cosg+ising>:\6/5(0—1-1’1):\6/51'

(w5 e
(

cos%+zsm5—ﬂ) = \6/5 cos(w—z) —|—isin<7r—z>} =

§
|
N

Il
5
/|\
o
o)
wn
o
_|_
~.
@
=
|3
Il
N

g
w
I
5
N T N
! 8
2 ol
ol =
| +
~
- )
wn —
=) 5\]
S| 3
N—— ~_
I I
S
o
»n
N
_I._

wy = (cos— + isin 9%) = V/2[cos (27 + 7) + isin (27 + 7)] =
2 (cosm+isinm) = vV2(—1+1i0) = —v/2
11 11
ws = (cos—ﬂ—l—zsin%) :w[cos (2%—%)+isin(2ﬂ—%)] =

I
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