1. WYKEAD 1
1.1. NWD, NWW i algorytm Euklidesa.

Twierdzenie 1.1 (o dzieleniu z reszta). Niech a,b € Z, b # 0. Wéwczas istnieje dokladnie jedna para
liczb catkowitych q,r € Z taka, Ze

a=qgb+r oraz 0 <71 <|b.

Dowaéd. Pokazemy najpierw istnienie stosownej pary. Zatézmy, ze b > 0 i zdefiniujmy

q:[%] Loraz r = a — bg.

Woéwcezas ¢ < § < ¢+ 1, azatem bg < a < bg+b, skad 0 <r =a —bg < b = [b]. W przypadku, gdy
b < 0, definiujemy

q——[g] oraz r = a — bq
0]

i dalej rozumujemy analogicznie.

Pozostaje wykaza¢ jednoznacznos¢ wyboru powyzszej pary. Zatézmy, ze a = bqy + r1 = bge + 1o, gdzie
0 <ry,1r9 < |bl. Wowezas 19 —11 = b(q1 — q2). Jesli ro —ry # 0, to woéwcezas |b] < |ro —r1| < max{ry,rs} <
|b|. Zatem 7o — 11 = 0 1 w konsekwencji ¢; — g2 = 0. O

Definicja 1.2. Niech a,b € Z, b # 0, niech q,r € Z bedq jednoznacznie wyznaczonymi liczbami catko-
witymi takimi, ze a = gb+1r 10 < r < |b|. Liczbe ¢ nazywamy niepelnym ilorazem z dzielenia a przez
b, zas liczbe r reszta z dzielenia a przez b.

Przyktady:
(1) Niech a = 26, b = 11. Bez trudu sprawdzamy, ze wéwczas ¢ = 2 oraz r = 4.
(2) Niech a = —26, b = 11. Wéwczas ¢ = —3, a r = 7; w szczegdlnosci nie mozemy powiedzieé, ze

reszta z dzielenia —26 przez 11 jest -4, gdyz wprawdzie —26 = —2 - 11 — 4, ale —4 < 0.

Definicja 1.3. Niech a,b € Z. Méwimy, ze b dzieli a (lub Ze a jest podzielna przez b), jesli dla
pewnej liczby calkowitej q € 7 zachodzi a = bq, co oznaczamy bla. W przeciwnym razie piszemy b { a.
Liczbe q nazywamy ilorazem z dzielenia a przez b.

Przyktady:
(3) Jest jasne, ze 2|4, 3|18, —8|16 i 157|0.
(4) Bezposrednio z definicji podzielnosci wynika tez, ze 0|a wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0. Widzimy
wszakze, ze iloraz z dzielenia 0 przez 0 nie jest jednoznacznie okreslony.
Twierdzenie 1.4. Niech a,b,c € Z. Wowczas:
(1) ala;

Przypomnijmy, ze dla liczby rzeczywistej € R symbolem [x] oznaczamy najwigksza liczbe catkowita nie wigksza od
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Dowéd. Udowodnimy dla przyktadu cze$¢ (3) twierdzenia. Jezeli a = 0, to a|b wtedy i tylko wtedy, gdy
b =0, a wiec a = b. Podobnie, gdy b = 0, to a = b = 0, zalézmy wiec, ze a,b # 0. Niech b = qa i
a = qob, dla pewnych ¢, g2 € Z. W szczegdlnosci ¢p, qa # 0. Wowcezas b = q1q2b, a wiec q1q2 = 1, skad
G =q@=1lub g =¢g=-1. 0
Definicja 1.5. Niech ay,...,ax € Z, k > 2. Liczbe d € N takgq, Ze

(1) dlag, ..., d|ag,

(2) elay, ..., elap = e|d,
nazywamy najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb aq, . .., ay i oznaczamy NW D(ay, . . ., a). Licz-
be m € N takq, ze

(1) a1|m, R ak‘mi

(2) a1|n, ..., axln = mn,
nazywamy najmniejsza wspolng wielokrotnodcia liczb aq, ..., a; i oznaczamy NWW (aq, ..., ax).

Przyktad:
(5) Sprawdzamy, ze NW D(24,36) = 12. Zauwazmy, ze, na przyklad, 6|24 i 6|36, ale oczywiscie

6 # NWD(24,36). Ponadto NWW (24,26) = 72. Podobnie zauwazmy, ze 24|144 i 36|144, ale
144 % NWW (24, 36).

Twierdzenie 1.6. Niech a,b € N. Wowczas NW D(a,b) - NWW (a,b) =a-b.

Dowdd. Rozwazmy W Poniewaz a, b, NW D(a,b) € N, widzimy, ze Wb(ab) > (. Ponadto Wb(ab) €
Z. Niech NW D(a,b)q; = a, dla pewnej liczby ¢; € N. Wowczas NW“D(a 5= N]bvvgg’s)g)lb = ¢1b, a wiec

b|7NWa£(a 5 Analogicznie a|7NW%’(a - Wobec tego NWW (a, b)|m czyli NWW (a,b) NW D(a, b)|ab.
Rozwazmy Wb(ab) Zauwazmy, ze Wb(ab) € N. Nlech NWW(a,b) = sa, dla pewnej liczby
ab

z ab _ ab _ b _ab __ab _
s1 € N. Wowczas NW@D = sa = s Wobec tego NWWab |b. Analogicznie NWWab |a. Wobec te

go WUVWD(& b), czyli abl NWW (a,b) NW D(a,b). O

Przyktad:
(6) Odwotujac sie do poprzedniego przyktadu sprawdzamy, ze NW D(24,36)NWW (24,36) = 12 -
72 = 864 = 24 - 36.

Twierdzenie 1.7 (algorytm Euklidesa). Niech a,b € Z i niech
= qib+ry, dla0<r <|b,q,r €7Z,

b = gor1 + 72, dla0<r2<r1,q2,r2€Z,
r. = q3ro+7rs, dla0<r3<ryqs,r3 €L,
Tn—2 = (nTn-—1 + Tn, dla 0< Tn < Tn—1,qn,Tn € Z>
Tne1 = Qni1Tn, dla ¢ui1 € 2.

Wowczas r, = NW D(a,b).

Dowdd. Algorytm zawsze sie zatrzymuje, bo jest tylko skonczenie wiele liczb naturalnych w przedziale
[0, |b|]. Niech d = NW D(a, b). Sprawdzamy, ze kolejno

Tn|rn—1> Tn|rn—2a s ,’T‘n|’f’1, Tn|ba rn|aa



a wiec w szczegblnosci r,|d. Podobnie, d|a i d|b, a wiec kolejno

dlri,d|re, ..., d|rp_1,d|Ty.

Poniewaz zaréwno d jak i r, sa liczbami dodatnimi, oraz réwnoczesnie d|r, i r,|d, wiec d = r,,. O

Przyktady:

(7)

Zastosujemy algorytm Euklidesa, aby obliczy¢ NW D(66, 48). Wykonujac kolejne kroki algorytmu
otrzymujemy:

66 = 1-48+18
48 = 2-18+12
18 = 1-12+6
12 2.6,

a wiec NWD(66,48) = 6.
Gloéwna zaleta w stosowaniu algorytmu Euklidesa w poréwnaniu ze znanym ze szkoty $redniej
"algorytmem” polegajacym na wypisaniu wszystkich dzielnikow liczb, dla ktorych chcemy znalezé
najwiekszy wspolny dzielnik, polega na tym, ze nie potrzebujemy rozkltadaé¢ liczb na czynniki
pierwsze. W istocie, nie musimy nawet wiedzie¢, czy sa to liczby pierwsze, czy ztozone. Jako
przyktad rozwazmy tak zwane liczby Fermata. W lidcie do Frénicle de Bessy z 1640 roku
Fermat wyrazil przypuszczenie, ze wszystkie liczby postaci F), = 22" + 1 sg pierwsze. Jest tak w
istocie dla matych n:

R = 2% 4+1=3,

o= 22 +1=5

F = 22 41=17,

By o= 2% 4+1=257,

Fy = 2% 41 =65537,
ale juz Euler w 1733 roku udowodnit, ze liczba Fj jest ztozona i pokazal, ze 641 jest jej dzielnikiem
pierwszym:

Fy =22 + 1 = 429467297 = 641 - 6700417.

W 1909 roku Klein pokazat, ze F; nie jest pierwsza, ale dopiero w 1970 roku Morrison i Brillhart
znalezli jej dzielnik pierwszy. Podobnie, Selfridge i Hurwitz udowodnili, ze Fi4 nie jest liczba
pierwsza, ale do dzi$ nie sa znane zadne dzielniki pierwsze liczby Fiy. Pierwsze dwa przyktady
liczb Fermata, dla ktérych nie tylko nie znamy dzielnikéw pierwszych, ale o ktérych nie wiemy
nawet, czy sg pierwsze, czy zlozone, to Fs i Fyy. Stosujac algorytm Euklidesa mozemy jednak
tatwo i szybko sprawdzié, ze ich najwickszym wspolnym dzielnikiem jest 1. Istotnie:

22711 = @)+ 1=[27 + ) -1+ 1=
— (2 D) a2 + 1) 062 1) 42+ )+ 141 =
(277 +1)° =427 +1)2 + 6277 +1) —4)(2*" +1) + 2,
27 41 = 221241,
2 = 2.1,
a zatem NW D(Fy, Foy) = 1.



(9) Dane wygenerowane przez algorytm Euklidesa pozwalaja wyznaczy¢ liczby catkowite x i y takie,
ze
66x + 48y = NW D(66, 48).
Istotnie, zaczynajac od przedostatniego kroku i kolejno podstawiajac otrzymujemy:
6 = 18—12
= 18—-(48—2-18)=3-18 —48
= 3(66—48) —48 =366 —4 - 48,
awlecr=31y=—4.
Uwaga 1.8. Niech a,b,c € Z. Algorytm Euklidesa dostarcza metody rozwigzywania rownan
ar +by =c
w liczbach catkowitych.
Twierdzenie 1.9. Niech a,b,c € Z. Rownanie
ar +by =c
ma rozwigzanie w liczbach catkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy d = NW D(a,b)|c.
Dowdéd. (=) : Zatézmy, ze axg + byy = ¢, dla pewnych liczb xg, yo € Z. Wowczas, skoro d|a i d|b, wiec
dlazg i d|byy, a zatem réwniez d|axg + byy = c.
(<) : Zalézmy, ze d|c i niech ¢ € Z bedzie taka liczba, ze dqg = c. Stosujac algorytm FEuklidesa
znajdujemy liczby catkowite x1,y; € Z takie, ze axy + by; = d. Wowcezas aqxy + bqy; = c. O
Przyktad:
(10) Rozwiazemy réownanie 66z + 48y = 18. Na podstawie poprzedniego przykladu wiemy juz, ze
66-3+48-(—3) =6, a wiec 66-9 +48- (—12) = 18.
Twierdzenie 1.10. Niech a,b,c € Z i niech d = NW D(a,b)|c. Niech xo,yo € Z bedqg rozwigzaniami
rownania ax + by = c. Wowczas wszystkie catkowite rozwigzania tego rownania dane sg przez
bt at

r=x9+ — orazy =yo— —,t € Z.
0T Y="%o d

Y (o= LY = g + by =
a{ Zo d Yo d = axg Yo = C.

Dalej, niech z,y € Z bedzie rozwiazaniem réwnania ax + by = ¢. Wtedy ax + by = ¢ = axg + byo. Stad
a(x — xg) = b(yo — y). Jezeli a = a;d i b = byd, dla pewnych aq1,b € Z, to wowcezas tez ai(x — o) =
b1(yo — y). Poniewaz NW D(ay,b;) = 1, wiec by|z — xy. Niech z — zy = bit, dla pewnego t € Z. Stad
=29+ bit =x0+ %. Ponadto a1b1t = b1(yo — v), skad y = yo — %t. O

Przyktad:
(11) Wszystkie rozwiazania réwnania

Dowdd. Sprawdzamy, ze

667 + 48y = 18

wyrazg sie wzorami
r=948t,y=—-12—-11t,t € Z.



1.2. Grupy, pierscienie i ciala.

Definicja 1.11. Niech A bedzie niepustym zbiorem. Dzialaniem wewnetrznym (lub, krétko, dzia-
taniem) w zbiorze A nazywamy funkcje x : A x A — A. Niech ponadto B bedzie niepustym zbiorem.
Dzialaniem zewnetrznym w zbiorze A nazywamy funkcje x - B x A — A.

Uwaga 1.12. To, ze w zbiorze A okreslono dzialanie wewnetrzne x w szczegolno$ci oznacza, Ze:
(1) Va,y € A[x(z,y) istniejel,
(2) Va,y € A[x(z,y) € Al
Zamiast x(z,y) bedziemy na ogot pisac x x y.
Podobnie, jesli B # (), to to, Ze w zbiorze A okreslono dzialanie zewnetrzne ¢ w szczegdlnodci oznacza,
ze:

(1) Ya € BVx € Alo(a, x) istnieje,
(2) Ya € BVx € A[o(a,x) € A].
Zamiast o(a, x) bedziemy na ogél pisac a o x.
Na tym wykladzie bedziemy zajmowac sie prawie wylgeznie dziataniamsi wewnetrznymi.
Przyktady:

(1) Dodawanie liczb naturalnych jest dziataniem w zbiorze N.

(2) Mnozenie liczb naturalnych jest dziataniem w zbiorze N.

(3) Odejmowanie i dzielenie nie sa dziataniami w zbiorze N: 3 —5 ¢ N oraz 1 +2 ¢ N. Z drugiej
strony, odejmowanie jest dziataniem w Z, a dzielenie jest dziataniem w Q \ {0}.

(4) Mnozenie wektoréw na plaszczyznie przez skalary rzeczywiste jest przykladem dzialania ze-
wnetrznego.

Definicja 1.13. Niech A bedzie niepustym zbiorem, a * i o dziataniami w A.
(1) Mowimy, ze * jest taczne, jezeli
Ve,y,z € Alx * (yx2) = (x x y) * 2].
(2) Mowimy, Ze x jest przemienne, jezeli
Ve,y € Alx xy =y * xl.
(3) Méwimy, ze x ma element neutralny e, jezeli
Ve e Alrxe=exx = x].
(4) Mowimy, ze y jest elementem odwrotnym do x, jezeli
TxY=yxT =e.
(5) Mdéwimy, ze o jest rozdzielne wzgledem x, jezeli
Ve,y,z € Alto(y*z) =xoy*xoz|.
Przyktady:

(5) Dodawanie i mnozenie liczb naturalnych sa taczne i przemienne. 0 jest elementem neutralnym
dodawania, a 1 jest elementem neutralnym mnozenia. Ponadto mnozenie jest rozdzielne wzgledem
dodawania. 1 nie ma elementu odwrotnego wzgledem dodawania, a 2 nie ma elementu odwrotnego
wzgledem mnozenia.

(6) Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb catkowitych. Kazda liczba catkowita ma element odwrotny
wzgledem dodawania, ale 2 nie ma elementu odwrotnego wzgledem mnozenia.



(7) Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb wymiernych. Kazda liczba wymierna ma element od-
wrotny wzgledem dodawania i kazda niezerowa liczba wymierna ma element odwrotny wzgledem
mnozenia.

Definicja 1.14. (1) Algebra nazywamy system (A, *1,... %, B1,..., By, 01, ...,%m), gdzie A jest
niepustym zbiorem, *i, ..., *, dzialaniami wewnetrznymi w zbiorze A, a o1, ...,y dziataniami
zewnetrznymi w zbiorze A (wraz z odpowiadajgcymi im zbiorami By, ..., By,).

(2) Grupa nazywamy algebre (G, x), gdzie x jest laczne, ma element neutralny i kaZdy element w
zbiorze G ma element odwrotny. Jezeli ponadto x jest przemienne, to grupe (G,*) nazywamy
przemienng (lub abelowa).

(3) Pierscieniem nazywamy algebre (R,+,-), gdzie (R,+) jest grupg abelowq, a - jest tgczne i roz-
dzielne wzgledem +. Jezeli - jest przemienne, to (R, +,-) nazywamy pierScieniem przemien-
nym. Jezeli - ma element neutralny 1, to (R, +, ) nazywamy pierscieniem z jedynka. W tym
wyktadzie ograniczymy sie do pierscieni przemiennych z jedynkq, ktore bedziemy krotko nazywac
pierscieniami.

(4) Cialem nazywamy pierscien przemienny z jedynkq (F,+,-), w ktérym 0 # 1, przy czym 0 oznacza
element neutralny +, a 1 to element neutralny - i taki, ze kazdy # 0 element ma element odwrotny
wzgledem -.

Przyktady:
(8) (Z,4), (Q,+), (R, +) sa przyktadami grup przemiennych. (N, +) nie jest grupa. Podobnie (Q*, -),
(R*,-), gdzie A* = A\ {0}, sa grupami przemiennymi. (N*,-) i (Z*,-) nie sg grupami.
9) (Z,+,-), (Q,+,-), (R, +, ) sa przyktadami pierscieni.
(10) (Q+,-), (R, +,-) sa przyktadami cial. (Z, +, ) nie jest ciatem.
Definicja 1.15. Niech n € N i oznaczmy przez Z, = {0,1,....,n — 1}. W zbiorze Z, definiujemy
dodawanie modulo n:
T @,y = reszta z dzielenia x + 1y przezn
oraz mnozenie modulo n:

T ®,y = reszta z dzielenia x -y przez n.

Przyktady:

(11) Sprawdzamy, ze 2 B52=4,2®5;4=1,2053=0,3D5=2198D1902=0.

(12) Podobnie, 2®52 =4,2®54=3,2®;3=1,3®s2=01 98 ®190 2 = 96.
Twierdzenie 1.16. Niech n € N.

(1) (Zy, &) jest grupg przemienng.

(2) (Z:, ®y,) jest grupg przemienng, o ile n jest liczbg pierwszq.
(3) (Zy,, ®n, ®y) jest pierscieniem.

(4) (Zy, ®n, ®y) jest cialem, o ile n jest liczbg pierwszq.

Dowdd. Sprawdzenie wszystkich aksjomatow jest dos¢ czasochtonne, ale proste. Ograniczymy sie do
pokazania, ze jesli n jest liczba pierwsza, to kazdy element x € Z; ma element odwrotny wzgledem ®,,.
Ustalmy = € Z;. Chcemy pokazaé, ze istnieje y € Z; taki, ze x ®, y = 1, to znaczy

vy = 1+qn,
dla pewnej liczby catkowitej ¢ € Z. Jest to rownowazne pokazaniu, ze réwnanie

xy —qn =1



ma rozwiazanie w liczbach catkowitych. Poniewaz n jest liczba pierwsza, a zatem NW D(z,n) =

rownanie to istotnie ma rozwigzanie wobec Twierdzenia 1.9.

W dowolnej grupie (G, x) wprowadzamy oznaczenie

n
HZIZ’Z:[L’l**ZIZ'n
i=1
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W szezegdlnosei [[_, x = 2" Tradycyjnie uzywamy w teorii grup dwoch réwnolegltych terminologii:

addytywnej i multyplikatywnej, wedtug nastepujacego schematu:

| Definicja | Notacja addytywna | Notacja multyplikatywna |
dziatanie + .
dodawanie mnozenie
suma iloczyn
element neutralny 0 1
Zero jedynka
potega ne "
wielokrotnosé potega
element odwrotny —x r !
element przeciwny element odwrotny

Twierdzenie 1.17. Niech (G, *) bedzie grupg. Wowczas:

(1) element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie;
2) [IZ v+ [ [ 2y = H;nJrlnxj, dla x1,...,Tmin € G;

(2)

(3) am*t™ =a™x", dla x € G;

(4) (z™)™ =™, dla:)seG

(5) element odwrotny jest wyznaczony jednoznaezme

(6) (a7 ...k ) P =™ k. oxal™, dlaxy, ..., 1, €G;
(7) (=~ ) =z, dlaxEG

®) (7 txysxz)"=atxy sz, dlax,y €G;

(9) ]ezelzx*y_x*z, toy = z.

Dowdd. Udowodnimy dla przyktadu czesé (1): jesli e i €’ sa dwoma elementami neutralnymi, to wowczas

W dowolnym pierscieniu (R, +, -) wprowadzamy oznaczenia:

ry+z = (v-y)+ 2,

n 0

E T, = x1+...+xn,2 z; =0
i=1 =1

n 0

||,I‘Z = $1'...'l’n,||l’i:1,
i=1 =1

n n
nr = E m,x":”m.
i=1 i=1

Y

U
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Twierdzenie 1.18. Niech (R, +, ") bedzie pierscieniem, niech x,y,z € R, n,m € N. Wéwczas:

(1) =(=) = z;
2) —(x+y)=—r—-y;

(
(3) n(mx) = nmx;
(4) nz +mz = (n+ m)x;
(5) 0z = 20 = 0;
6) (—1)x = —x;
(7) (=2)y = —(zy) = z(~y);
(8) (—2)(—y) = zy;
(9) z(y — 2) = vy — xz;
(10) (x —y)z = xz — yz;
(11) jezeli x +y = x + z, to wéwczas y = z;
(12) xnxm — xn-‘,—m;
(14

4y =2 (e ryr
Dowdd. Udowodnimy dla przyktadu czesé (5):
0z +0x = (0+0)z = Ox

a zatem Oz = 0.



