Uktady réwnan
liniowych



Definicja:

Niech F bedzie ciatem.
Uktadem m réwnan liniowych o niewiadomych xi, ..., X,

m, n € N, o wspbétczynnikach z ciata F nazywamy ukfad réwnan
postaci:

anxi + ...+ ainxn = by
a1Xx) + ...+ anxn = by

amiXi + ...+ amnXn = bm

gdzie aj,bj e F,ie{l,...,m}, je{l,...,n}.
Uktad ten nazywamy jednorodnym, gdy by = b = ... = b, = 0.



Definicja:

Niech F bedzie ciatem.

Wielomian f € F[xi, ..., xs] nazywamy forma stopnia m, gdy jest
sumga jednomiandéw stopnia m lub wielomianem zerowym.

Zbiér form stopnia m z pierscienia F[x, ..., x,| bedziemy
oznaczali przez Fp[x1,. .., Xn|m-

Formy stopnia 1 bedziemy nazywali formami liniowymi.

Formy stopnia 2 bedziemy nazywami formami kwadratowymi.



Uwaga:

Niech F bedzie ciatem, niech U bedzie uktadem m réwnan
liniowych o n niewiadomych i wspétczynnikach z F.

Lewe strony réwnan nalezacych do U sa formami liniowymi ze
zbioru Fp[x1,...,%s]1, @ prawe elementami ciata F.



Definicja:

Niech F bedzie ciatem, niech

h=b
h = by
Uu:
/m = bm
bedzie uktadem réwnan liniowych, h,...,Im € Fp[x1,. .., xa]1,

bi,...,bm € F.
Kazde réwnanie liniowe:

arh +abh+...+amly=a1b1 +abr+ ...+ ambm,

gdzie a1, ...,am € F, nazywamy kombinacjg liniowa réwnan
danego ukfadu.



Rozwigzaniem uktadu U/ nazywamy kazdy taki ciag (ai,...,an)
elementéw ciata F, ze

/,-(al, ey a,,) = b,‘,

dlaie{l,...,m}.



Uwaga:

Kazde rozwigzanie uktadu réwnan liniowych jest rozwigzaniem
kazdego rownania bedacego kombinacja liniowa réwnan tego
uktadu.



Definicja:

Dwa uktady réwnan U7 i Uy nazywamy réwnowaznymi gdy kazde
rownanie uktadu U jest kombinacja liniowa réwnan uktadu Uy i
vice versa.



Uwaga:

Réwnowazne uktady réwnah maja identyczne zbiory rozwiagzan.



Definicja:

Uktad réwnan nazywamy sprzecznym gdy réwnanie 0 = 1 jest
kombinacja liniowa réwnan tego uktadu.



Whiosek:

Sprzeczny uktad réwnan nie ma rozwigzan.



Rozwazmy uktad réwnan:
aiXxy + ...+ ainxy, = by
anxi+ ...+ apxp = by
amiXi + ...+ amnXn = bm.

Podamy metode rozwiagzania tego uktadu przez eliminacje
Gaussa.



Etap | sprowadzenie do postaci tréjkatne;j.
Wybieramy réwnanie i niewiadoma o niezerowym
wspotczynniku i nazywamy ja niewiadoma bazowa
1 kroku.
Zatézmy, ze jest nig x; ze wspdtczynnikiem aj; # 0.
Mnozymy wybrane réwnanie (u nas réwnanie
pierwsze) przez £ i odejmujemy od drugiego
réwnania.



Postepujac indukcyjnie mnozymy wybrane réwnanie przez % i

odejmujemy od i—tego réwnania, i € {2,..., m}. ’
Nastepnie przechodzimy do kroku 2, w ktérym wybieramy
réwnanie sposérdd i € {2,..., m}, niewiadoma bazowa drugiego
kroku i powtarzamy procedure dla réwnan i € {3,..., m}.

Na koniec tego etapu uktad zostaje przeksztatcony do postaci

aiixy +aixe +aizxg +... +aipxn = b
apxo  +axsxs +... +ax, =b
ArrXr +... 4amxn = by
X1, ..., Xy zostaty wybrane jako niewiadome bazowe, a x;41,..., Xy

pozostaja jako parametry.



Etap Il sprowadzenie do postaci diagonalnej.

W ostatnim réwnaniu (u nas r) wybieramy
niewiadoma bazowa, powiedzmy x;, i eliminujemy z
réwnan i € {1,...,r — 1} odejmujac réwnanie r od i
po wczedniejszym pomnozeniu przez %
Nastepnie postepujemy indukcyjnie z réwnaniami
ied{l,...,r—2}

Na koniec tego etapu uktad zostaje przeksztatcony
do postaci

aixi +a1,r+1Xr+1 + 1, 42X, 42 + .+
ax2Xx2 +a2 rr1Xr+1 + @2 r42Xr42 + ...+

arrXr  Arr1Xr+1 + arrr2Xr42 + .o+ A



Etap Ill zapisujemy rozwigzanie przenoszac parametry na
prawa strone i dzielac przez wspdtczynniki przy

X1yenoy Xpt
b1 arr+1 a
X = —— — —J——X, — ... — =2
1 an a r+l a1 n
by a2 r+1 az
X = = — —X — ... — =X
2 axn 2 ol ap N
[Jvr ar,r+1 é\r-,;
X = = — ==X, — ... — =Xp.
r arr arr r+1 anr N



Przyktad:

1. Rozwazmy uktad:

X1+ 2x04+3x3 —2x4 + x5 = 4

3x; +6x2 +5x3 —4x4 +3x5 =5
X1+ 2x0 + Tx3 — 4x4 + x5 = 11
2x1 +4xp — 2x3 —3x4 +3x5 = 6

o wspdtczynnikach z ciata Q.



Uwaga:

Chcac zaoszczedzi¢ czas uktady réwnan zapisujemy jako macierze,
czyli prostokatne tabliczki liczb, ktére s3 odpowiednimi
wspotczynnikami w odpowiednich réwnaniach.



Przyktady:

2. Rozwazmy uktad:

X+4y+2z4+5t=0
2x+y+z+4t=0

3x+b5y+3z4+2t=0
x+4y +4z+2t=0

o wspétczynnikach z ciata Z7.



3. Rozwazmy uktad réwnan:

(=2 —4i)x+(—2—-6i)y +(3+4i)z+(-2—-i)t=0
2ix =2iy+z—t=0

o wspdbtczynnikach z ciata C.



Algebra macierzy.



Definicja:

Macierza nad ciatem F nazywamy prostokatna tablice elementéw
ciata F.

Zbiér macierzy o wymiarach m x n oznaczamy M (F).

Napis A = [ajj] oznacza, ze macierz A sktada sie z takich
elementéw, ze w i—tym wierszu i j—tej kolumnie znajduje si¢ aj;.
Macierze A i B s3 réwne, gdy A,B € M](F) i jesli A = [aj],

B = [bjj], to ajj =bjj,dlal <i<m, 1<j<n.



Sume macierzy A = [aj] i B = [bjj], A, B € M](F) definiujemy
jako macierz C = [¢;] € M[(F), gdzie ¢jj = ajj + bj.

lloczyn macierzy A = [aj], A€ M (F), przez skalar A € F
definiujemy jako macierz C = [c;] € M/ (F), gdzie ¢jj = A x ajj.
Macierz zerowa © definiujemy jako © = [0].



Uwaga:

W szczegdlnosci zauwazmy, ze dodawanie jest dziataniem
wewnetrznym w zbiorze macierzy, a mnozenie przez skalar jest
dziataniem zewnetrznym.



Przyktady:

1. Whprost z definicji dodawania macierzy nad ciatem R:

BRI ER IR



2. Dodawanie [ L2

3 4 } + [ 5 6 } nie jest wykonalne.



3. Whprost z definicji mnozenia macierzy nad ciatem R przez

skalar z ciata R:
5. 1 2] [2 4
3 4| |6 8|



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech A, B, C € M}(F), niech A\, € F.
Woéwczas:

1. (A+B)+C=A+(B+C),

O+ A=A,
A+ (—A) =0,

(A + p)A = AA+ pA,
AMA+ B) = M + AB,

A(uA) = (A)A,
1-A=A0-A=0,

jesi MA=0©,to A=01lub A=0O.

© 0NN



Uwaga:

W szczegdlnosci zauwazamy, ze (M1 (F),+) jest grupa
przemienng, w ktérej elementem neutralnym jest ©, a element
przeciwny do A to —A.



