|lzomorfizmy
algebr



Przyktady:

1. Dziatania w grupach czesto wygodnie jest zapisywaé w
tabelkach Cayleya.
Na przykfad tabelka dziatai w grupie (Z£, ®s) wyglada
nastepujaco:

(®s]|1[2]3]4]
1 [[1]2]3]4

2 (214|1]|3
3131142
4 1413|12|1




2. W naszych rozwazaniach nie bedziemy ogranicza¢ sie tylko do
przyktadéw grup liczbowych.
Jako przyktad grupy "nieliczbowej’ rozwazmy tak zwana
grupe symetryczng.
Niech n € N i oznaczmy przez S(n) zbiér wszystkich bijekgji
zbioru {1,...,n} na samego siebie.



Na przyktad dla n = 3 elementy zbioru S(3) to nastepujace funkgje,
ktére, dla wygody oznaczen, zdefiniujemy za pomocy tabelek:

W 23] | [ (123
a0 [ 112]3] ' [ae]2]3]1]
L3 | [ [i[2[3]
e 3 ]1]2] “[mea]1]3]2]
(> 112[3 . [= [12[3]

S3:

S2. .
"2t [3]2]1] T[s0g[2]1]3]

Tym samym S(3) = {ids, 01, 02, 51,52, S3}.



W zbiorze S(n) definiujemy dziatanie o wzorem

fog(x)="~(g(x)), dlaxe{l,...,n}

Okazuje sie, ze algebra (S(n), o) jest grupa.
Na przykfad tabelka dziatarnh w grupie S(3) wyglada nastepujaco:

[olids[o]o][s|s[s]
id3 fd3 o1 02 51 Cy) S3
o | o |0 |id3| | 53| s
O || 02 |id3| 01 | s3] 51| %
51 51 S3 So id3 02 (o}

So So 51 S3 (o} id3 02
S3 S3 S? 51 02 (o} id3

Widzimy, ze jest to przyktad grupy nieprzemiennej: s; 0 01 = s, ale
01 051 = S3.



3. Innym przyktadem grupy "nieliczbowej" jest grupa izometrii
wtasnych n-kata foremnego, ktéra bedziemy oznacza¢ przez
D(n).

Na przykfad dla n = 3 grupa D(3) sktada sie z nastepujacych
izometrii trojkata réwnobocznego:



ID3 :

0; -

S

1 2

identyczno$é
3

1 2

obrét o 240°

T 2
symetria wzgledem
symetralnej przechodzacej

przez wierzchotek 2

O;:

S5

1 2

obrét o 120°

1
symetria wzgledem
symetralnej przechodzacej

przez wierzchotek 1
3

1 2
symetria wzgledem
symetralnej przechodzacej
przez wierzchotek 3



Dziataniem grupowym jest sktadanie izometrii.
Na przykfad tabelka dziatah w grupie D(3) wyglada nastepujaco:

[ o D] 01 [ 0| S | % | S|
ID3 || ID3 | O 0, 5 S S3
0, 0, O, | ID; | S S3 5
0, O, | ID; | O S3 5 S
51 51 S5 S, ID3 | O O,
S, S, 51 53 O1 | ID3 | O
S3 | S3| S| S1| O | O | IDs

Tak jak w poprzednim przyktadzie, grupy D(n) nie s3 przemienne.



Definicja:

Niech (Gi,*1) i (Ga, *2) beda grupami. Funkcje f : G; — G
nazywamy izomorfizmem grup, jezeli jest bijekcja i spetniony jest
warunek

Vx,y € Gi[f(x*1y) = f(x) *2 f(y)]-

Jezeli istnieje izomorfizm f : G; — Gp, to grupy Gi i Go nazywamy
izomorficznymi, co oznaczamy przez G; = Gp.



Przyktad:

4. Grupy S(3) i D(3) sa izomorficzne.

Istotnie, rozwazmy funkcje f : S(3) — D(3), ktéra, dla
wygody oznaczen, zdefiniujemy tabelky jako:

[ o [ids[ofo[s][s]s]

[ (@) |[IDs [0 ] 0, | S ]S ] S3]
Oczywiscie jest to bijekcja.
Poréwnujac tabelki dziatan w S(3) i D(3) widzimy, ze jest to
tez izomorfizm grup.




Definicja:

Niech (Ry,+1,1) i (R, +2,2) beda pierscieniami. Funkcje
f : Ry — R» nazywamy izomorfizmem pierscieni, jezeli jest
bijekcja i spetnione s3 warunki:

> Vx,y € Ri[f(x +1y) = f(x) +2 f(y)],

> Vx,y € Ri[f(x 1 y) = f(x) 2 f(y)],

> f(]‘Rl) =1g,,
gdzie 1r, oznacza jedynke pierscienia Ry, a 1g, jedynke pierscienia
R>. Jezeli istnieje izomorfizm f : Ry — R», to pierscienie Ry i R
nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy przez R; & R».



Definicja:

Niech (F1,+1,-1) i (F2,+2,2) beda ciatami. Funkcje f : Ry — R»
nazywamy izomorfizmem ciaf, jezeli jest bijekcja i spetnione s3
warunki:

> Vx,y € F[f(x +1y) = f(x) +2 f(y)],

> Vx,y € Fi[f(x-1y) = f(x) 2 f(y)],

> f(1g) =15,
gdzie 1f, oznacza jedynke ciata Fq, a 1f, jedynke ciata Fp. Jezeli
istnieje izomorfizm f : F; — F;, to ciata F1 i F, nazywamy
izomorficznymi, co oznaczamy przez F; = F.



Ciato liczb
zespolonych



Twierdzenie:

Niech C = R?. W zbiorze C okreélamy dodawanie:
(a,b) + (¢c,d) =(a+c,b+d)
oraz mnozenie:
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Woéwczas (C, +, -) jest ciatem, w ktérym elementem neutralnym
dodawania jest (0,0), a elementem neutralnym mnozenia jest

(1,0).



Dowdd:

Pokazemy dla przyktadu, ze kazdy # (0,0) element ma element

odwrotny wzgledem mnozenia.
Niech (0,0) # (a, b) € C.
Rozwazmy element:

a b
<a2+b2’_a2+b2> et

Wéwczas

a b a’>+ b®> ab—ab
(2,5) <a2+b2’ a2—|—b2> <a2+b2’a2+b2> (1,0)




Definicja:

Ciato (C,+,-) nazywamy ciatem liczb zespolonych.

Zwyczajowo piszemy a + ib zamiast (a, b) oraz a zamiast (a, 0).
Liczbe a nazywamy cze$cia rzeczywistg liczby a + bi i oznaczamy
R(a + bi).

Liczbe b nazywamy czescig urojona liczby a + bi i oznaczamy
S(a+ bi).



Przyktady:

1. Sprawdzamy, ze:
(I—=0)+(4+7i)=5+6i,
(—=1+3i)-(2—-5i) =
((-1)-2—=3-(=5)+((-1)-(-=5) +3-2)i =13 + 11/,

Sret = (-1+30)- (2+5) 7 = (-1+3) (g + m1) = 3.




2. Podobnie sprawdzamy, ze i - i = —1.



Uwaga:

Poniewaz, jak zauwazyliSmy, i - i = —1, intuicyjnie przyjmujemy

V=1=1.



Definicja:

Niech z=a+ bi € C.
Liczba sprzezong z liczba z nazywamy liczbe Z = a — bi.



Przyktad:

3. Woprost z definicji widzimy, ze 1 +2i =1 — 2i.



Twierdzenie:

Niech z, w € C. Wéwczas:




Dowdd:

Pokazemy dla przyktadu wtasnosé (4).
Niech z=a+ bi, w = c + di.

Woéwczas
z _a+bi_(a+bi)(c—di) ca+bd cb—adl_
w  c+di c2+d? 2 4d?2 0 24427
skad
Z_ca%—bd_cb—adl_
wo 2+d? 24d?
Z drugiej strony
z_a—bi_(a—bi)(c—l—di)_ca—l—bd_cb—adl_
w c—di c? + d? 2 4d?2 24d?T



Definicja:

Niech z = a+ bi € C.
Wartoscia bezwzgledna (albo modutem) liczby z nazywamy
liczbe rzeczywista |z| = Va® + b



Przyktad:

4. Woprost z definicji widzimy, ze |3+ 4i| = v/3%2 + 42 = 5.



Twierdzenie:

Niech z, w € C. Wéwczas:
1. |z — w| = odlegto$¢ miedzy punktami z i w,
2 |z w| = 2] - wl,

3. |z =z-Z



Dowdd:

Niech z = a+ bi, w = c + di.
1. Woprost z definicji modutu:

\z—w\:|(a—c)+(b—d)i\:\/(a—c)2+(b—d)2,

co, z kolei, jest dokfadnie réwne odlegtosci miedzy punktami o
wspoétrzednych (a, b) i (¢, d).



2. Podobnie jak w punkcie (1) otrzymujemy:

|z w| = |(ac — bd) + (ad + bc)i

— /a2c2 — 2abcd + b2d? + a2d? + 2abcd + b2c2
= \/32(C2 + d?) + b%(c? + d?)
= Va4 b2+ d?

o a




3. Podobnie jak w poprzednich punktach:

zZP=a"+ b =(a+bi)-(a—bi)=zZ



Definicja:

Niech z = a+ bi € C.
Niech (r,¢) beda takimi liczbami, ze a = rcos ¢, b = rsin ¢:

z=(a,b)

a

(tj. niech (r,¢)) beda wspdtrzednymi biegunowymi punktu (a, b)),
a wiec niech

z =rcos ¢+ irsin¢g = r(cos ¢ + isin ¢).



Przedstawienie to nazywamy postacia trygonometryczna z.
Kat skierowany ¢ nazywamy argumentem z i oznaczamy arg(z).
Kat skierowany 6 € [0, 27) taki, ze

cosf = cosarg(z) i sinf = sinarg(z)

nazywamy argumentem giéwnym liczby z i oznaczamy Arg(z).



Przyktady:

5. Rozwazmy liczbe z =1+ i, czyli punkt o wspbtrzednych
(1,1) na ptaszczyznie zespolone;j:

z=(1,1)

V2, 1

m/4

1

Z rysunku fatwo odczytujemy, ze r = /2, za$é przyktadowa
wartos¢ kata ¢ to 7.



W szczegdlnosci argument gtéwny liczby z =1+ i to Arg(z) =

Argumentami arg(z) tej liczby moga tez byé, na przykfad, liczby
O, Ux 27 jtd. jako ze

s
Z-

sin ™ sin o sin 177 sin 257
in — = sin — = sin — = sin —
4 4 4 4
i rbwnoczeénie
cos T_ cos o _ cos i _ cos 251
4 4 4 4

Tym samym przyktadowe postaci trygonometryczne liczby
z=1+1ito

T, T O .. 97w
Z—\/E(COSZ-FISIHZ)—\/§<COST+ISIHT>



6. Rozwazmy liczbe z = /3 — i, czyli punkt o wspétrzednych
(v/3,—1) na ptaszczyznie zespolonej:

117/6 V3

2=(/3,-1)

Z rysunku fatwo odczytujemy, ze r = 2, za$ przyktadowa

LA 11w
wartos¢ kata ¢ to =¢*.



W szczegblnosci argument gtéwny liczby z = /3 — i to

Arg(z) = Lz,
Argumentami arg(z) tej liczby moga tez byé, na przykfad, liczby
237 35w 47w

5 g Tg itd. jako ze
S.nll7r S.n237r S.n357r S.n477r
in —— = sin —— = sin —— = sin —
6 6 6 6

i rbwnoczeénie

cos 117 — cos 237 — cos 357 — cos A7
6 6 6 6

Tym samym przyktadowe postaci trygonometryczne liczby
=V3-ito

z=2 cosll—7T—F/'sin11—7r =2 CS23—7T+ISi 231 =
N 6 6 6 6 )



Twierdzenie:

Niech z; = ri(cos ¢1 + isin¢1), zo = ra(cos ¢ + isin o) € C.
Woéwczas:

1. z120 = rimfcos(¢p1 + ¢2) + isin(d1 + b2),

2. 2 = Zcos(¢1 — ¢2) +isin(¢1 — $2)], oile z2 #0,

3. £ = X(cos¢1 —ising1), oile zp # 0.

Z1



Dowdd:

Wzory te wynikaja wprost ze wzoréw na sumy i réznice funkgji
trygonometrycznych znane ze szkoty Srednie;j.
Udowodnimy dla przyktadu wtasnos¢ (1):

7122 = rinf(cos @1 + isin¢1)(cos pa + isin ¢2)]
= nr(cos ¢1 cos ¢p — sin ¢1 sin ¢2)]
+ i(cos ¢y sin ¢ + sin ¢1 cos ¢2)]
= ninfcos(¢1 + ¢2) + isin(¢1 + ¢2)].



Przyktad:

7. Rozwazmy postaé trygonometryczna liczby (1 +i)(v/3 — i).
W poprzednich przyktadach sprawdzilismy, ze

T T
1 .: 2( 4 s _>
+ 1 \/7cos4—i-/sm4

oraz I "
V3—i=2 cos—7r—i-isin—7r .
6 6
Wobec tego postaé trygonometrzyczna liczby (1 + i)(v/3 — i)
to:

257 . . 257
2v/2(cos <y Tisin =)



Zauwazmy przy tym, ze

257 _ 247 T

o1 2 7tn
wobec czego

241 _ T ; n2471'_ n7T
cos 1 coslzoaz Si 1 Si B

i liczbe (1 + l)(\/§ — i) mozemy tez zapisac jako

(1+)(V3-i)= 2\/§(cosﬁ + isin E .



Tym samym postugujac sie postaciag trygonometryczng liczb
zespolonych mozemy wyznaczy¢ doktadne wartosci funkgcji

™

trygonometrycznych kata 75. Istotnie:

L+)(V3-i) = (V3+1)+(V3-1)i
V3+1 V3-1.
= 2\/7< 22 + 22 /)
_ 2\[<\f:\f f4f>’

co po poréwnaniu z postacig trygonometryczng liczby

(14 i)(v/3 — i) daje
T V6+V2 T V-2 \f

COSE = f oraz sin E 4



Whiosek (wzory de Moivre’a):

Niech z = r(cos ¢ + isin ¢) € C, niech n € N.
Woéwczas z" = r"(cos n¢ + i sin ng).



Przyktad:

8. Przy pomocy wzoréw de Moivre'a potegowanie potrafi by¢
naprawde szybkie.
Obliczmy dla przyktadu (1 + i)1°.
SprawdziliSmy juz, ze

1+i:\/§<cos%+isin%).

Wobec tego

1 1
(1+0)0 =32 <cos% + isin %) .



Ale z drugiej strony

107T_87T+27T_2 +7T
4 4 " q T
i wobec tego
107 7 . 107 .om
COS —— = COS — Oraz sin —— = sin —
4 2 4 2

i liczbe (1 + i)'° mozemy zapisa¢ jako

10 . . _ N — .
(1+414) —32<c052+/sm2) 32(0 + 1) = 32i.



Twierdzenie:

Niech z = r(cos ¢ + isin ¢) € C, niech n € N.
Woéwczas z ma n réznych pierwiastkéw stopnia n danych wzorem

¢+ 2k . ¢+2k7r>
—— 4+ isin——— | |
n

wi = /r (cos

gdzie k € {0,1,...,n—1}.



Dowdd:

Niech w € C bedzie taka liczba, ze w" = z i niech
w = s(cos @ + isin@).
Woéwczas s"(cos nf + i sin nf) = r(cos ¢ + isin @), skad s = /r

oraz
cos nfl = cos @ i sin nf = sin ¢.

Tym samym, wobec okresowosci funkcji cos i sin
nfd = ¢+ 2km, dla k € N,

awigc0:¢+—r27k”,dlak€N.



Zauwazmy jednak, ze dla k > n:

Oo+2knr  p+2(n+0)mr P+ 2nm+ 2n ) +¢+2€7T
= = = T
n n n n '
skad
o+ 2km o+2m . . ¢+ 2km . O+ 2
€0S ———— = €05 ——— I sin ———— =sin ——.

Wobec tego otrzymujemy tylko n réznych liczb i wystarczy
rozpatrywa¢ k € {0,...,n —1}.



Przyktad:

9. Wyznaczymy wszystkie pierwiastki stopnia 6 z liczby —2.
Sprawdzamy, ze

—2=2(—1+0i) = 2(cos 7 + isin).

Wobec tego pierwiastki stopnia 6 z —2 wyraza sie
nastepujacymi wzorami:

wy = \/§<cos€+/sm—): (?—H%)

s 3 3m\ T .. T
wyp = \/§<cos6+15| 6>—\/§(cosz+/sm2>

V2(0+ i1) = V2i



w2

w3

c055—7r+isin5—7r
6 6

s m

(s ) (e 7

(—cos%—i—isin%) :\6/§<

cos7—7r—i-isin7—7r
6 6

cos( —I—E)%—isin( +E
T %

(—cos%—isin%) :\6/§<

)

V3

S S

2

)

V3
2

1
2

1

_— =

2

)
)



Wa

wg

9 9
\6/5 (cos% + isin %)

V2 [cos (2 + 7) + isin (2w + 7)]
\6/§(c057r+ isin) = \75(—1 +i0) =

6 117 ) 1171'
> T
V2 (c 0s 5 +is c >

oo 5) i3]

%(cos%—isin%) :%(ﬁ_il

2



COS (b1 COS o — sin 1 sin Po
COS ¢1 Sin @2 + sin ¢1 cos ¢p
—cos «

sina

—cos «

—sinw



