
Zestaw zadań 9: Przestrzenie wektorowe.1 Podprzestrzenie

(1) Wykazać, że V = C ze zwykłym dodawaniem jako dodawaniem wektorów i operacją mnożenia
przez skalar

∗ : C× C→ C,
(z, v) 7→ z ∗ v := z · v

jest przestrzenią liniową nad ciałem liczb zespolonych C.
(2) Niech V będzie zbiorem liczb rzeczywistych dodatnich, a dodawanie wektorów niech będzie mno-

żeniem liczb. Operację mnożenia przez liczby rzeczywiste określimy następująco:

· : R× V → V,

(a, v) 7→ va

Wykazać, że wyżej opisana struktura algebraiczna jest przestrzenią liniową nad ciałem liczb
rzeczywistych R.

(3) Niech K będzie dowolnym ciałem oraz niech V = K∞ (zbiór wszystkich nieskończonych ciągów
elementów ciała K). Określmy działania dodawania wektorów oraz mnożenia wektorów przez
skalary z ciała K następująco:

[a1, a2, . . .] + [b1, b2, . . .] : = [a1 + b1, a2 + b2, . . .],

a · [a1, a2, . . .] : = [aa1, aa2, . . .].

Pokazać, że wyżej zdefiniowana struktura algebraiczna jest przestrzenią wektorową nad ciałem
K.

(4) Niech A będzie niepustym zbiorem oraz niech K będzie dowolnym ciałem. Oznaczmy symbolem
KA zbiór wszystkich funkcji A→ K. Sumą funkcji f : A→ K oraz funkcji g : A→ K nazywamy
funkcję f + g : A → K taką, że (f + g)(a) = f(a) + g(a) dla każdego a ∈ A. Iloczynem funkcji
f : A → K przez skalar x z ciała K nazywamy funkcję xf : A → K taką, że (xf)(a) = xf(a)
dla każdego a ∈ A. Pokazać, że tak zdefiniowana struktura algebraiczna jest przestrzenią liniową
nad ciałem K.

(5) Oznaczmy symbolem K[X] zbiór wszystkich wielomianów zmiennej X o współczynnikach z ciała
K. Sprawdzić, że z działaniami dodawania wielomianów i mnożenia wielomianu przez elementy
ciała K, zbiór K[X] jest przestrzenią wektorową nad ciałem K.

(6) Oznaczmy symbolem K(X) zbiór wszystkich funkcji wymiernych zmiennej X o wspóczynnikach z
ciałaK . Sprawdzić, że z działaniami dodawania funkcji wymiernych i mnożenia funkcji wymiernej
przez element ciała K zbiór K(X) jest przestrzenią wektorow nad ciałem K.

(7) Macierzą2 o m wierszach i n kolumnach nad ciałem K nazywamy układ (prostokątną tabliczkę)
mn elementów ciała K (które nazywamy elementami albo współczynnikami macierzy) ułożonych
w m wierszach i w n kolumnach. Element macierzy oznaczamy podając numer wiersza i numer
kolumny, w których się on znajduje. W macierzach zmiennych na ogół elementy oznaczamy tą
samą literą z numerem wiersza i numerem kolumny jako indeksami. Macierze zapisujemy w

1Pojęcie przestrzeni wektorowej (przestrzeni liniowej) aksjomatycznie zdefiniował Hermann Günter Grassmann (5 IV
1809, Szczecin - 26 IX 1916, Szczecin), jako podsumowanie doświadczeń matematyków przynajmniej od czasów Gaussa.
2Pojęcie macierzy wprowadzili angielscy matematycy: William Rowan Hamilton (1805 - 1865), Arthur Cayley (1821 -

1895) i John J. Sylvester (1814 - 1897) w latach 40-tych XIX w.
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nawiasie kwadratowym. Na przykład dla n = m = 2 równość

[aij] =

[
1 2
3 4

]
oznacza, że a11 = 1, a12 = 2, a21 = 3, a22 = 4. Zbiór wszystkich macierzy o m wierszach i n
kolumnach nad ciałem K oznaczamy symbolem Km

n .
Sumą macierzy A = [aij] i macierzy B = [bij] nazywamy macierz A + B taką, że A + B = [cij]
wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdych i, j zachodzi równość cij = aij + bij. Iloczynem macierzy
A = [aij] przez element a ciała K nazywamy macierz aA tak, że aA = [cij] wtedy i tylko wtedy,
gdy dla każdych i, j zachodzi równość cij = aaij. Wykazać , że Km

n z działaniami dodawania
macierzy i mnożenia macierzy przez element ciała K jest przestrzenią wektorową nad K.

(8) Macierz S = [sij] ∈ Kn
n nazywamy macierzą symetryczną, gdy jej elementy sij spełniają

warunki: sij = sji dla każdych i, j. Macierz A = [aij] ∈ Kn
n nazywamy macierzą antysyme-

tryczną, gdy jej elementy aij spełniają warunki: aij = −aji dla każdych i, j. Sprawdzić, że każdy
ze zbiorów: zbiór Sn wszystkich macierzy symetrycznych należcych do Kn

n i zbiór An wszystkich
macierzy antysymetrycznych należcych do Kn

n , z działaniami dodawania macierzy i mnożenia
macierzy przez skalar, jest przestrzenią wektorow nad ciałem K.

(9) Niech A będzie dowolnym zbiorem, a P (A) niech będzie zbiorem wszystkich jego podzbiorów.
Działanie dodawania w zbiorze P (A) definiujemy następująco: B÷C = (B\C)∪(C\B). Mnożenie
elementów P (A) przez elementy ciała Z2 definiujemy w oczywisty sposób: 0 · B = ∅, 1 · B = B.
Sprawdzenie łączności działania ÷ jest dość kłopotliwe.
(a) Zakładając, że działanie ÷ jest łączne, sprawdzić, że spełnione są również pozostałe aksjo-

maty przestrzeni liniowej.
(b) Wykazać łączność działania ÷.

(10) Jaki warunek musi spełniać dodawanie w grupie addytywnej A, żeby mnożenie elementów tej
grupy przez elementy ciała Z2 zdefiniowane następująco: 0 · a = 0, 1 · a = a było rozdzielne
względem dodawania?

(11) Niech V = C4 , U = {(z1, z2, z3, z4) ∈ V : z1 = z2 = 0}. Wektory dodawać będziemy w zwykły
sposób natomiast mnożenie przez skalary definiujemy na cztery różne sposoby:

a) zα = θ dla z ∈ C oraz α ∈ V .
b) zα = α dla z ∈ C oraz α ∈ V .
c) zα = (Rez)α dla z ∈ C oraz α ∈ V .

d) zα =

{
zα gdy z ∈ C i α ∈ U
zα gdy z ∈ C i α /∈ U .

Sprawdzić, że w każdym z czterech powyższych przykładów dokładnie jeden z aksjomatów przes-
trzeni liniowej nie jest spełniony.
Jaki wniosek związany z wzajemną zależnością aksjomatów przestrzeni liniowej można wycignąć
z tego zadania?

(12) Wykazać, że przemienność dodawania wynika z pozostałych aksjomatów przestrzeni wektorowej.
(13) Pokazać, że jeśli U jest podprzestrzenią przestrzeni liniowej V nad ciałem K, to U jest również

przestrzenią liniową nad K.
(14) Zbadać, które z następujących podzbiorów przestrzeni K4 są podprzestrzeniami wektorowymi:

a) U = {[t, t+ 1, 0, 1] : t ∈ K},
b) U = {[t, u, t+ u, t− u] : t, u ∈ K},
c) U = {[tu, u, t, 0] : t, u ∈ K},
d) U = {[x, y, z, t] : x+ y − z = 0},
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e) U = {[x, y, z, t] : xy = 0},
f) U = {t[1, 0, 1, 0] + u[0,−1, 0, 1] : t, u ∈ K}.

(15) Zbadać, które z następujących podzbiorów przestrzeni R4 są podprzestrzeniami liniowymi:
a) U = {[t, u, t+ u, t− u] : t ≤ u},
b) U = {[t, u, t, 0] : tu ≥ 0},
c) U = {[x, y, z, t] : x, y, z, t ∈ Q}.

(16) Niech R∞ będzie przestrzenią ciągów elementów ciała R (zob. zadanie 3 z poprzedniego zestawu
??, str. ??). Zbadać, które spośród następujących zbiorów są podprzestrzeniami wektorowymi
przestrzeni R∞:

a) U1 = {[a1, a2, . . .] : ai+1 = ai + ai−1 dla każdego i = 2, 3, . . .};
b) U2 = {[a1, a2, . . .] : ai = 1

2
(ai−1 + ai+1) dla każdego i = 2, 3, . . .};

c) zbiór wszystkich ciągów [a1, a2, . . .], których prawie wszystkie wyrazy (wszystkie wyrazy z
wyjątkiem co najwyżej skończonej liczby) są równe zero;

d) zbiór wszystkich ciągów ograniczonych.
(17) Niech A ⊂ R będzie zbiorem niepustym oraz niech V = RA będzie przestrzenią funkcji A → R

(zob. zadanie 4 , str. 1). Zbadać, które z następujących podzbiorów przestrzeni RA są podprze-
strzeniami liniowymi:

a) zbiór wszystkich funkcji parzystych, gdy A = R.
b) zbiór wszystkich funkcji nieparzystych, gdy A = R.
c) zbiór wszystkich funkcji rosnących.
d) zbiór wszystkich funkcji monotonicznych.
e) U = {f ∈ V : f(0) = f(1)} , gdy A = [0, 1].
f) U = {f ∈ V : f(x) = 0 dla każdego x ∈ B}, gdy B ⊂ A i B 6= A.

(18) Sprawdzić, które z określonych podzbiorów przestrzeni wielomianów K[X] nad ciałem K są
podprzestrzeniami wektorowymi:

a) U = {F ∈ K[X] : F (−1) = 0},
b) U = {F ∈ K[X] : F (0) · F (1) = 0},
c) K[X]10 = {F ∈ K[X] : stF ≤ 10},
d) U = {F ∈ K[X] : stF = 10}.

(19) Pokazać, że jeśli U1 = lin(α1, α2, . . . , αk), U2 = lin(β1, β2, . . . , βl), to

U1 + U2 = lin(α1, α2, . . . , αk, β1, β2, . . . , βl).

(20) Wyznaczyć wszystkie podprzestrzenie przestrzeni
a) Z 2

2 ; b) Z 2
3 ; c) Z 3

2 .
(21) Pokazać, że jeśli U oraz W są podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V , to U ∪W jest podprze-

strzenią przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy U ⊂ W lub W ⊂ U .
(22) Wykazać, że:

a) Suma U1 + · · · + Uk podprzestrzeni przestrzeni liniowej V jest podprzestrzeni przestrzenią
V .

b) V = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk ⇔ każdy wektor v ∈ V ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
v = u1 + · · ·+ uk , gdzie ui ∈ Ui dla i = 1, 2, . . . , k.

(23) Pokazać, że R4 = U1 ⊕ U2, jeżeli

a) U1 jest zbiorem rozwiązań równania x1 + x2 + x3 + x4 = 0, a U2 = lin(


1
1
1
1

).
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b) U1 jest zbiorem rozwiązań układu równań
{
x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = 0
−x1 + x2 + x3 = 0

, natomiast U2 =

lin(


0
2
−1
1

 ,


1
1
1
1

).

(24) Pokazać, że R4 = U1 + U2, lecz R4 6= U1 ⊕ U2, jeżeli U1 jest zbiorem rozwiązań równania 3x1 −

2x2 + x3 + 4x4 = 0, zaś U2 = lin(


1
1
1
1

 ,


2
0
−1
3

). Do równania definiującego U1 dołożyć jeszcze

jedno równanie tak, aby nowa podprzestrzeń rozwiązań U ′1 spełniała warunek R4 = U ′1 ⊕ U2.
(25) Uzasadnić, że

R3 = lin(

 1
0
0

 ,
 0

1
0

)⊕ lin(

 1
1
1

) = lin(

 1
0
0

 ,
 0

0
1

)⊕ lin(

 1
1
1

)

= lin(

 0
1
0

 ,
 0

0
1

)⊕ lin(

 1
1
1

).

W przypadku każdej sumy prostej przedstawić wektor

 5
2
−1

 w postaci sumy wektora z pierw-

szego składnika sumy prostej i wektora z drugiego składnika sumy prostej.
(26) Niech V = RR (zob. zadanie 4 z poprzedniego zestawu ??, str. 1). Zbiór funkcji nieparzystych

oznaczymy literą N, natomiast zbiór funkcji parzystych - literą P. Pokazać, że N oraz P są
podprzestrzeniami przestrzeni V oraz że V = N⊕P. Przedstawić funkcję f daną wzorem

f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0

w postaci sumy funkcji parzystej i funkcji nieparzystej.
(27) Niech V będzie przestrzenią liniową oraz niech B ⊂ A. OznaczmyUB = {f ∈ V A : f(a) = θ dla

a ∈ B}. Pokazać, że UB jest podprzestrzenią przestrzeni V A. Dla jakich podzbiorów B oraz C
zbioru A zachodzi równość V A = UB + UC , a dla jakich równość V A = UB ⊕ UC?

(28) Sprawdzić, czy Kn
n = Sn ⊕An (por. zadanie 8 str. 2).

(29) W zbiorze Z6 wyróżnimy dwa podzbiory: U = {0, 2, 4} oraz W = {0, 3}. Pokazać, że U jest
przestrzenią liniową nad Z3 iW jest przestrzenią liniową nad ciałem Z2, Z6 = U+W , U∩W = {0}.
Czy Z6 jest sumą prostą przestrzeni liniowych U i W?

(30) Sprawdzić, że podzbiór


 0

0
0

 ,
 1

2
1

 ,
 2

1
2

 ⊂ Z3
3 jest podprzestrzenią liniową, a podzbiór

 0
0
0

 ,
 1

2
1

 ,
 2

1
2

 ⊂ Q3 nie jest podprzestrzenią.

(31) (Modularność kraty podprzestrzeni) Niech U1, U2, U3 będą podprzestrzeniami przestrzeni wekto-
rowej V . Udowodnić, że
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a) U1 + (U2 ∩ U3) ⊂ (U1 + U2) ∩ (U1 + U3),
b) (U1 ∩ U2) + (U1 ∩ U3) ⊂ U1 ∩ (U2 + U3),
c) (U1 ∩ U2) + (U2 ∩ U3) + (U3 ∩ U1) ⊂ (U1 + U2) ∩ (U2 + U3) ∩ (U3 + U1),
d) (U1 ∩ U2) + (U1 ∩ U3) = U1 ∩ (U2 + (U1 ∩ U3)),
e) jeśli U1 ⊂ U3, to U1 + (U2 ∩ U3) = (U1 + U2) ∩ U3.

(32) (Niedystrybutywność kraty podprzestrzeni) Podaj przykład podprzestrzeni U1, U2, U3 przestrzeni
R2 dla których

a) U1 + (U2 ∩ U3) 6= (U1 + U2) ∩ (U1 + U3),
b) (U1 + U2) ∩ U3 6= (U1 ∩ U3) + (U1 ∩ U3).

(33) (G. Birkhoff3) Sprawdzić, że z podprzestrzeni lin(

 1
0
1

), lin(

 0
1
1

), lin(

 0
0
1

), lin(

 1
1
1

) za

pomocą operacji + i ∩ można utworzyć nieskończenie wiele różnych podprzestrzeni przestrzeni
R3. (Wskazówka: wygodnie jest rysować na płaszczyźnie z = 1 przekroje badanych podprzestrzeni
z tą płaszczyzną; nie wszystkie podprzestrzenie mają z nią niepusty przekrój!)

(34) Wykazać, że następujące pary przestrzeni wektorowych są izomorficzne:
a) U1 ⊕ U2 i U1 × U2,
b) U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Uk i U1 × U2 × · · · × Uk,
c) (U1 + U2) / (U1 ∩ U2) i U1/ (U1 ∩ U2)× U2/ (U1 ∩ U2),

gdzie U1, U2, . . . , Uk są podprzestrzeniami przestrzeni linowej V .

3Garret Birkhoff (ur. 1911 r.) - wspóczesny matematyk amerykański, nie mylić z George D. Birkhoffem (1884 - 1944),
amerykańskim specjalistą od równań różniczkowych.


