Zestaw zadan 9: Przestrzenie wektorowe.' Podprzestrzenie

(1) Wykaza¢, ze V = C ze zwyklym dodawaniem jako dodawaniem wektoréw i operacja mnozenia
przez skalar

x : CxC—C,

(z2,v) +— zxv:=Z-0

jest przestrzenig liniowg nad ciatem liczb zespolonych C.
(2) Niech V bedzie zbiorem liczb rzeczywistych dodatnich, a dodawanie wektoréw niech bedzie mno-
zeniem liczb. Operacje mnozenia przez liczby rzeczywiste okreslimy nastepujaco:

RV =V,

(a,v) — v®

Wykazaé¢, ze wyzej opisana struktura algebraiczna jest przestrzenia liniowg nad ciatem liczb
rzeczywistych R.

(3) Niech K bedzie dowolnym ciatem oraz niech V' = K (zbiér wszystkich nieskoniczonych ciagdéw
elementéw ciata K). Okreslmy dziatania dodawania wektoréw oraz mmnozenia wektoréw przez
skalary z ciata K nastepujaco:

[al,ag,...] + [bl,bg,...] L= [a1 +b1,a2+b2,...],

a-lay,ag,...] @ =laay,aas,.. ]

Pokaza¢, ze wyzej zdefiniowana struktura algebraiczna jest przestrzenia wektorowa nad cialem
K.

(4) Niech A bedzie niepustym zbiorem oraz niech K bedzie dowolnym ciatem. Oznaczmy symbolem
K4 zbiér wszystkich funkcji A — K. Sumg funkcji f : A — K oraz funkcji g : A — K nazywamy
funkcje f+ g : A — K taka, ze (f 4+ g)(a) = f(a) + g(a) dla kazdego a € A. Tloczynem funkcji
f A — K przez skalar = z cialta K nazywamy funkcje zf : A — K taka, ze (xf)(a) = xf(a)
dla kazdego a € A. Pokazaé, ze tak zdefiniowana struktura algebraiczna jest przestrzenia liniowa
nad ciatem K.

(5) Oznaczmy symbolem K[X] zbior wszystkich wielomianéw zmiennej X o wspolezynnikach z ciata
K. Sprawdzi¢, ze z dziatlaniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez elementy
ciala K, zbiér K[X] jest przestrzenia wektorowa nad ciatem K.

(6) Oznaczmy symbolem K (X)) zbiér wszystkich funkeji wymiernych zmiennej X o wsp6czynnikach z
ciata K . Sprawdzi¢, ze z dziataniami dodawania funkcji wymiernych i mnozenia funkcji wymiernej
przez element ciata K zbiér K (X) jest przestrzenia wektorow nad ciatem K.

(7) Macierzq® o m wierszach i n kolumnach nad cialem K nazywamy uktad (prostokatng tabliczke)
mn elementow ciata K (ktore nazywamy elementami albo wspéiczynnikamsi macierzy) utozonych
w m wierszach i w n kolumnach. Element macierzy oznaczamy podajac numer wiersza i numer
kolumny, w ktérych si¢ on znajduje. W macierzach zmiennych na ogoét elementy oznaczamy ta
samg litera z numerem wiersza i numerem kolumny jako indeksami. Macierze zapisujemy w

1Pojecie przestrzeni wektorowej (przestrzeni liniowej) aksjomatycznie zdefiniowal Hermann Giinter Grassmann (5 IV
1809, Szczecin - 26 IX 1916, Szczecin), jako podsumowanie do$wiadczeni matematykéw przynajmniej od czaséw Gaussa.
2Pojecie macierzy wprowadzili angielscy matematycy: William Rowan Hamilton (1805 - 1865), Arthur Cayley (1821 -
1895) i John J. Sylvester (1814 - 1897) w latach 40-tych XIX w.
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(12)
(13)

(14)

nawiasie kwadratowym. Na przyktad dla n = m = 2 réwnosé¢

[%’]Z{é i}

oznacza, ze ayy = 1, ajg = 2, as; = 3, age = 4. Zbiér wszystkich macierzy o m wierszach i n
kolumnach nad ciatem K oznaczamy symbolem K".
Suma macierzy A = [a;;] 1 macierzy B = [b;;] nazywamy macierz A + B taka, ze A + B = [¢;;]
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych 7, j zachodzi réwnos¢ c¢;; = a;; + by;. lloczynem macierzy
A = [a;;) przez element a ciala K nazywamy macierz aA tak, ze aA = [¢;;] wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdych i, j zachodzi réwnos¢ ¢;; = aa;;. Wykazac , ze K] z dzialaniami dodawania
macierzy i mnozenia macierzy przez element ciata K jest przestrzenig wektorowa nad K.
Macierz S = [s;;] € K] nazywamy macierza symetryczng, gdy jej elementy s;; spelniaja
warunki: s;; = s;; dla kazdych 4, j. Macierz A = [a;;] € K]' nazywamy macierzg antysyme-
tryczna, gdy jej elementy a;; spetniajg warunki: a;; = —aj; dla kazdych ¢, j. Sprawdzi¢, ze kazdy
ze zbiorow: zbior S,, wszystkich macierzy symetrycznych nalezcych do K i zbiér A,, wszystkich
macierzy antysymetrycznych nalezcych do K, z dziataniami dodawania macierzy i mnozenia
macierzy przez skalar, jest przestrzenig wektorow nad ciatem K.
Niech A bedzie dowolnym zbiorem, a P(A) niech bedzie zbiorem wszystkich jego podzbioréw.
Dziatanie dodawania w zbiorze P(A) definiujemy nastepujaco: B+C' = (B\C)U(C\ B). Mnozenie
elementow P(A) przez elementy ciata Z, definiujemy w oczywisty sposéb: 0- B =1, 1- B = B.
Sprawdzenie tacznosci dziatania + jest do$¢ ktopotliwe.
(a) Zakladajac, ze dziatanie + jest laczne, sprawdzi¢, ze spelnione sa réwniez pozostate aksjo-
maty przestrzeni liniowej.

(b) Wykazaé tacznos$¢ dziatania +.
Jaki warunek musi spelnia¢ dodawanie w grupie addytywnej A, zeby mnozenie elementow tej
grupy przez elementy ciata Z, zdefiniowane nastepujaco: 0 -a = 0, 1 - a = a bylo rozdzielne
wzgledem dodawania?
Niech V = C* | U = {(21, 29,23, 21) € V : 21 = 20 = 0}. Wektory dodawaé¢ bedziemy w zwykly
spos6b natomiast mnozenie przez skalary definiujemy na cztery rézne sposoby:

a)za=0dlaze CorazaecV.

b) za=adlaze Coraz a € V.

c) zaa = (Rez)adla z € C oraz a € V.

zagdy z€eCiaclU

d) Za_{%agdyzé@ia%U
Sprawdzi¢, ze w kazdym z czterech powyzszych przykladow doktadnie jeden z aksjomatéw przes-
trzeni liniowej nie jest spelniony.
Jaki wniosek zwiazany z wzajemna zaleznoscig aksjomatéw przestrzeni liniowej mozna wycignaé
z tego zadania?
Wykazaé, ze przemiennos¢ dodawania wynika z pozostalych aksjomatow przestrzeni wektorowej.
Pokazaé, ze jesli U jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V' nad cialem K, to U jest réwniez
przestrzenig liniowa nad K.
Zbadaé, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni K* s podprzestrzeniami wektorowymi:

a) U= {[t,t+1,0,1] : t € K},

b) U= {[t,u,t +u,t —u:t,u e K},

c) U ={[tu,u,t,0] : t,u € K},

d) U =A{[z,y,z2,t] : 2 +y— 2z =0},



e) U=A{[x,y,zt] : xzy = 0},
f) U ={t[1,0,1,0] + u[0,—1,0,1] : t,u € K}.
(15) Zbada¢, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni R* sa podprzestrzeniami liniowymi:
a) U= {[t,u,t +u,t —u]:t <u},
b) U ={]t, u,t,0] : tu > 0},
c)U=A{[x,y,zt]:z,y,2,t € Q}.
(16) Niech R* bedzie przestrzenia ciagéw elementéw ciata R (zob. zadanie 3 z poprzedniego zestawu
??, str. ?7). Zbadaé, ktore sposrdéd nastepujacych zbioréw sa podprzestrzeniami wektorowymi
przestrzeni R*:

a) Uy = {la1,as,...] : a1 = a; + a;_1 dla kazdego i = 2,3, ...};
b) Uy = {[a1,a9,...] 1 a; = %(ai_l + a;41) dla kazdego i = 2,3,...};
¢) zbiér wszystkich ciagéw [ay, as, .. .|, ktérych prawie wszystkie wyrazy (wszystkie wyrazy z

wyjatkiem co najwyzej skonczonej liczby) sa réwne zero;
d) zbiér wszystkich ciagdéw ograniczonych.

(17) Niech A C R bedzie zbiorem niepustym oraz niech V = R# bedzie przestrzenig funkcji A — R
(zob. zadanie 4 , str. 1). Zbada¢, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni R4 sa podprze-
strzeniami liniowymi:

a) zbiér wszystkich funkcji parzystych, gdy A = R.

b) zbiér wszystkich funkcji nieparzystych, gdy A = R.

¢) zbior wszystkich funkeji rosnacych.

d) zbiér wszystkich funkcji monotonicznych.

e ) U={feV:f(0)=f(1)},gdy A=][01].
fYU={feV:f(x)=0dlakazdego x € B}, gdy BC Ai B # A.

(18) Sprawdzi¢, ktére z okreslonych podzbioréw przestrzeni wielomianéw K[X] nad cialem K sa

podprzestrzeniami wektorowymi:
a) U={F € K[X]: F(-1) =0},
b) U={F € K[X]: F(0)- F(1) =0},
c) K[X]10 ={F € K[X] : stF <10},
d) U={F € K[X] : stF =10}.
(19) Pokazaé, ze jesli Uy = lin(aq, ag, . .., ag), Us = lin(By, B2, ..., 3), to

Ul + U2 = lin<04170527 cee 705k7ﬂ17527 o 7ﬁl)‘

(20) Wyznaczy¢ wszystkie podprzestrzenie przestrzeni
a) Ly’ ; b)Zs*; ) Ly .
(21) Pokazaé, ze jesli U oraz W sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V', to U U W jest podprze-
strzenig przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy U C W lub W C U.
(22) Wykazac, ze:
a) Suma U; + - - - + Uy podprzestrzeni przestrzeni liniowej V' jest podprzestrzeni przestrzenia
V.
b)) V=U & - & U, < kazdy wektor v € V ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
v=uU 4+ Fug, gdzieu; € Uy dlai=1,2,... k.
(23) Pokazac¢, ze R* = U, @ Us, jezeli

a) U; jest zbiorem rozwiazan réwnania xq + o + x3 + 24 = 0, a Uy = lin(

[ W S —
~—



T+ 209 — 23+ 314 =0

b) U est zbi cazaf ukladd 16 ,
) Uy jest zbiorem rozwiazan uktadu réwnan 4zt as =0

, natomiast Us; =

0 1
. 1
lin( R ).
1 1
(24) Pokazaé, ze R* = U, + Us, lecz R* # U, @ Uy, jezeli U; jest zbiorem rozwigzan réwnania 3z, —
1 2
2wy + x3 + 4wy = 0, zas Uy = lin( } , _01 ). Do réwnania definiujacego U; dotozy¢ jeszcze
1 3

jedno réwnanie tak, aby nowa podprzestrzen rozwigzan U] spelniala warunek R* = U] @ Us.
(25) Uzasadni¢, ze

1 0 1 1 0 1
R® = lin(| 0|, 1 [)@lin(|1|)=lin({|0|,|0|)dlin(| 1 |)
0] 0] 1] 0 1 1
(0] [0] [ 1]
= lin(| 1], 0 )®ln(|1]).
i 0 I 1 ] i 1 |
5
W przypadku kazdej sumy prostej przedstawi¢ wektor 2 w postaci sumy wektora z pierw-
-1

szego sktadnika sumy prostej i wektora z drugiego sktadnika sumy prostej.

(26) Niech V = R® (zob. zadanie 4 z poprzedniego zestawu ?7, str. 1). Zbi6r funkcji nieparzystych
oznaczymy litera N, natomiast zbiér funkcji parzystych - litera P. Pokaza¢, ze N oraz P sg
podprzestrzeniami przestrzeni V' oraz ze V = N & P. Przedstawi¢ funkcje f dang wzorem

f(x) =a,z™ + -+ a1z + ag

w postaci sumy funkcji parzystej i funkcji nieparzyste;j.

(27) Niech V bedzie przestrzenia liniowa oraz niech B C A. OznaczmyUp = {f € V4 : f(a) = 0 dla
a € B}. Pokazaé, ze Up jest podprzestrzenig przestrzeni V4. Dla jakich podzbioréw B oraz C
zbioru A zachodzi réwnoéé VA = Ug + U, a dla jakich réwnosé VA = Ug @ Ug?

(28) Sprawdzi¢, czy K' = S,, @ A,, (por. zadanie 8 str. 2).

(29) W zbiorze Zg wyréznimy dwa podzbiory: U = {0,2,4} oraz W = {0,3}. Pokazaé, ze U jest
przestrzenia liniowa nad Zs i W jest przestrzenia liniowa nad ciatem Zy, Zg = U+W, UNW = {0}.
Czy Zg jest suma prosta przestrzeni liniowych U i W7

0 1 2
(30) Sprawdzi¢, ze podzbior of,]2],[1 C Z3 jest podprzestrzenia liniowa, a podzbior
0 1 2
0 1 2
01,]21],[1 C @3 nie jest podprzestrzenia.

0 1 2

(31) (Modularnosé kraty podprzestrzeni) Niech Uy, Us, Us beda podprzestrzeniami przestrzeni wekto-
rowej V. Udowodnié, ze



a) U, + (UQ N U3) C (U1 + Ug) N (U1 + Ug),
b) (UyNU2) + (UyNU;) C Uy N (Uy + Us),
C) (Ul N UQ) + (Ug N Ug) + (Ug N Ul) C (Ul + UQ) N (U2 + Ug) N (Ug + Ul),
d) (UyNUy) 4+ (UNU;3) =U N (Us + (U N Us)),
e) Jeéh U, C Ug, to Uy + (U2 N Ug) = (U1 + UQ) N Us.
(32) (Niedystrybutywnosé kraty podprzestrzeni) Podaj przyktad podprzestrzeni Uy, Uy, Us przestrzeni
R? dla ktérych
a) U1 + (UQ N U3) 7é (Ul + UQ) N (Ul + U3),
b) (Uy + Us) NU; # (Uy NU3) + (U N Us).

1 0 0 1
(33) (G. Birkhoft®) Sprawdzi¢, ze z podprzestrzeni lin( | 0 |), lin(| 1 |),lin(| 0 |),lin(| 1 |) za
1 1 1 1

pomoca operacji + i N mozna utworzy¢ nieskonczenie wiele roznych podprzestrzeni przestrzeni
R3. (Wskazéwka: wygodnie jest rysowaé na plaszczyinie z = 1 przekroje badanych podprzestrzeni
z tq plaszcezyzng; nie wszystkie podprzestrzenie majq z nig niepusty przekrdj!)
(34) Wykazaé, ze nastepujace pary przestrzeni wektorowych sa izomorficzne:
a) Ul@UQiUl X UQ,
b) Ul@UQ@@UkIUl XUQX XUk,
C) (U1 + Ug) / (Ul N UQ) 1 Ul/(U1 N U2) X UQ/ (U1 N UQ),
gdzie Uy, Us, ..., U, sa podprzestrzeniami przestrzeni linowej V.

3Garret Birkhoff (ur. 1911 r.) - wspdczesny matematyk amerykanski, nie mylié z George D. Birkhoffem (1884 - 1944),
amerykanskim specjalista od réwnan rézniczkowych.



