Zestaw zadan 7: Wyznaczniki.'

(1) Obliczy¢ wyznaczniki nastepujacych macierzy:

1 2 3 -1 5 4 0 2 2 1 2 3
@ |5 14|, M]3 =201, @202/, @45 6],
3 2 5 -1 3 6 2 20 78 9
‘a4 b c | sina cosa 1 adzie o, 8,7 sa
() | b oat, () S}nﬁ cosf3 1 miarami katéw trojkata,
c a b siny cosy 1
[ 1 e &2 11 1
(@) |2 1 e |, glrdec=-14+iL, (h) |1 e & |,gdziec=cosT +isin’r,
e € 1 1 ¢ &
cosacos —rsinacosS —rcosasinf
(i) | sinacosf rcosacosfl —rsinasinf
sin (3 0 rcos 3
(2) Obliczy¢ nastepujce wyznaczniki (nad R):
1 2 3 4 1 -1 1 =2 roo 9
3 2 -5 13 13 -1 3 b0 =260
@1 90 a ®) 0 4 4 3 p @1 1 =245,
1 -1 -2 4 4
-2 9 =8 25 -3 0 -8 —13 7 0 -9 92 _9
110000 4 4 -1 0 -1 8
o11o0) RLEeSl |2er e
(d)88312’<e)00011o’<f)122112’
100 0 1 000011 17 6 6 5 7
1 00001 21 1 2 2 1
5 —4 4 0 0 0
1001 1002 1003 1004 30 20 15 12 9 -7 6 000
1002 1003 1001 1002 20 15 12 15 . 3 =2 1 000
(g) 1001 1001 1001 999 | (b) 15 12 15 20 (i) 1 -1 2 001
1001 1000 998 999 12 15 20 30 0 1 -3010
-2 1 0 1 00
1 6 20 50 140 140 3 1 1 1 1 1
0 —-16 —-70 —195 —-560 —560 -1 3 1 1 1 1
~ 10 26 125 366 1064 1064 -1 -1 3 1 1 1
() 0 —31 —154 —460 —1344 —1344 | (k) -1 -1 -1 3 1 1
0 4 20 60 176 175 -1 -1 -1 -1 3 1
0 4 20 60 175 176 -1 -1 -1 -1 -1 3

"Wyznaczniki odkryl po raz pierwszy G. W. Leibniz w 1693 r. W 1750 odkryl je powtérnie Szwajcar Gabriel Cramer
(nie myli¢ ze wspdcezesnym matematykiem szwedzkim Carlem Haraldem Cramerem). Nazwe ”wyznacznik” (”determinant”)
wprowadzil w 1815 r. A. Cauchy. Dwie pionowe kreski jako symbol wyznacznika wprowadzit w 1841 r. A. Cayley.
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(3) Obliczy¢:

1 2 3 4 111 2 [
3 25 3 131 3 10266
(a) 1 23 5 nad Z,, (b) 11 4 3 nad Zy;, (¢) |7 8 9 1 6 |nad Zs.
2 21 4 3 0 8 10 110245
70 9 2 2
(4) Obliczy¢ wyznaczniki nastepujacych macierzy stopnia n :
_ 2 1 0 0 07 3 2 0 --- 0 07
(1]1(1)8:::88 121 -+ 00 13200
012 ... 00 013 -+ 00
@ s M @O ]
?88851 000 2 1 000 3 2
- | 0 0 0 1 2 ] | 0 0 0 - 1 3 ]
[a 1 1 1 17 [ a 1 1 1 17
1 a 1 1 1 -1 a 1 1 1
1 1 a 1 1 —1 1 a 1 1
@]1111 4 1| (e : .
R ' -1 -1 -1 a 1
|11 11 a | | -1 -1 -1 -1 a |
(1 n n n n [a b 0 - 0 07
n 2 n n o n 0 a b - 0 0
nn 3 - n o n 00 a - 0 0
(f> Toon : S (g) oo . o
nnmn - n—1mn 000 0 a b
nnmn - n o on b 00 0 0 a |

(5) Niech A = [a;;], a;j € Z, bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Pokazaé, ze det A jest liczba
cakowity. Zalézmy dodatkowo, ze a;; = %k, gdzie k jest ustalong liczbg cakowity. Pokazac, ze
2n=LEm dzieli det A.

(6) Pokazac, ze jesli A jest macierza antysymetryczn (tzn. AT = —A) stopnia nieparzystego nad R,
to jest ona osobliwa, czyli det A = 0.

(7) Liczby 20604, 53227, 25755, 20927 i 289 dziela si¢ przez 17. Pokazaé (bez obliczania), ze wyznacz-
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nik rowniez dzieli si¢ przez 17.
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(8) Niech A = [a;;] bedzie macierzg kwadratowa stopnia n. Jak zmieni si¢ wyznacznik macierzy A,
jezeli:
(a) kazdy element a;; pomnozymy przez ¢' 7 (c ustalone),
(b) obr6cimy macierz A o 90° wokét jej "srodka” (zgodnie z ruchem wskazowek zegara),
(c) zapiszemy wiersze (kolumny) macierzy A w odwrotnej kolejnosci,
(d) do kazdej kolumny (wiersza) poczynajac od drugiej (drugiego) dodamy poprzednia kolumne
(poprzedni wiersz),
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(e) do kazdej kolumny (wiersza) poczynajac od drugiej (drugiego) dodamy poprzednia kolumne
(poprzedni wiersz), a pierwszej kolumny (do pierwszego wiersza) dodamy stara ostatnia kolumne
(stary ostatni wiersz),

(f) do kazdej kolumny (wiersza) poczynajac od drugiej (drugiego) dodamy wszystkie porzednie
kolumny (poprzednie wiersze).

(9) Znalezé najwieksza warto$¢ wyznacznika macierzy kwadratowej stopnia 3, ktérej elementy sa
liczbami catkowitymi réwnymi
(a) 0lub 1, (b) —1lub 1.
(10) Przeanalizowa¢ Przyklad 6.7 ze stron 158-159 z ksiazki A.Biatynickiego-Biruli (dow6d wzoru na

wyznacznik macierzy klatkowo-trojkatnej det [ é g } = det Adet B przez indukcje wzgledem

stopnia klatki B).
(11) Sprawdzi¢ tozsamosci:

0 b e a?'ac
1| | € € g
(a)sfz_aab a c
i ik
a b a c a d
a b ¢ d e f e g e h
<b)efghzi ab‘ a c ad’
i okl T@ i ik i
m n o p a b a c a d
m n m o mp‘

(c) Sformutowaé i udowodni¢ ogélne twierdzenie.
(12) Sprawdzi¢, ze nastepujaca réwnos¢ jest tozsamoscia:

ab‘ ac‘ad'
a b e d e f e g e h .
e fgh|_1llad a c a d _ @ ¢
I A N S B I I R B +(fj);g’;
m-n-o-p a b a c a d

m n m o P

(13) Zbadaé rozwiazalno$¢ uktadu réwnan

( r+y+z=9
v —y—+22=10
20+ Ty — 32 =28
ar — by + cz = 20
axr + by + cz = 44

\ 10ax + 3by — cz = 26

w zaleznosci od parametréow a, b, c.
(14) Obliczy¢ wyznacznik macierzy

@A=[1460531789] - [146531789],



a b c d
-b a d -—c
(b) B = —c —d a b
—d ¢ —=b a

Wskazéwka. Obliczy¢ wyznaczniki macierzy A? oraz BBT.
(15) Niech @y, w9, ..., 2, beda wszystkimi pierwiastkami wielomianu f(X) = ag X" + a; X" 1+ -+ +
ap—1X + a,. Sumy k-tych poteg pierwiastkow
sk:x’f+x§+~--+xﬁ
sa funkcjami symetrycznymi, wiec wyrazaja sie przez wspélezynniki wielomianu (np. sg = n; z
2
a a a
wzoréw Viete? wynikaja réwnoéci s; = ——1, Sy =87 —2 Z Tirj = —; . itd.)
ap i<j CLO Qo
Obliczy¢ wyznacznik D macierzy

So S1 S22t Sp-l
S1 So S3 cee Sn
S22 83 S4 - Sp4l
Sp—1 Sn Spn41 " Sop—2
(Wskazéwka: obliczyé najpierw VIV, gdzie V =V (xy, 2, ..., 1,) jest macierzq Vandermonde’a

pierwiastkow).
Wyrazi¢ wynik przez wspotezynniki wielomianu f(X) gdy n =21 f(X) = aX? + bX +ci gdy
n=3,af(X)=X3+pX +q.
Warto$é A = a2">D nazywamy wyréznikiem wielomianu f(X)>

(16) Sprawdzi¢, czy nastepujace macierze sa odwracalne oraz w przypadku pozytywnej odpowiedzi
obliczy¢ macierz odwrotna:

12 L2 3 cl)?_2573 111111
(a)[z 5]’(]3) 02 @y 1 o2 W o
v 00 0 1 1 -1 -1 1
2 3 2
e)] 1 —-10
-1 2 1

(17) Jesli Ae K", BE K™, C € K™, D € K", i det A # 0 to
(a) obliczy¢ In ‘O . A‘D.
a) obliczy¢ —CA_l‘Im C\B ;

(b) wykazaé, ze det [ é g } =det A-det(B — CA'D);

(c) podzieli¢ na klatki 2 x 2 macierz z przyktadu (d) z poprzedniego zadania; poréwnaé jej
wyznacznik z wartoscig wyrazenia det Adet B — det C'det D.

2Frangois Viete (1540-1603) - matematyk francuski, zwany ”ojcem algebry”. Usystematyzowal osiagnigcia algebraiczne
Odrodzenia. Wprowadzil oznaczenia literowe nie tylko dla niewiadomych, ale i dla danych, np. wspoélczynnikéw réwnan,
dzigki czemu pojawily sie wzory matematyczne.

3Nazwa ”wyréznik” (”discriminant”, od lacifiskiego discriminans, od discriminantis - rozdzielajacy, odrézniajacy) po-
chodzi od J. Sylvestera.



(18) Rozwiazaé nastepujace réwnania macierzowe:

(4 1] [4 -6
04| |2 1|

o i]x-3 7]
1
2

—1

h<

1 -1 1 1 -2
(2 1 -3 1 -2 4
(d)_32]X[1 1]:[3
(19) Rozwiazaé uktady réwnan macierzowych:
( 2 1 3
" [1 BREEEE
YYT 3 -1 w2
L[ -1 1 1 -1
(
Lo1)y [31
-1 1 11
™)y 11 -1 x| 11
1 1 1 3

(20
(21

(22) (a) Pokazaé, ze jezeli A2 =0, to macierz I, + A jest odwracalna i (I, + A)~! = I,
(b) Pokaza¢, ze jezeli A™ = 0, to macierz I,, + A jest odwracalna i znalezé (I, + A) ™

\ L
) Obliczy¢ (I + aE;, )"
) Wiadomo, ze macierz odwracalng mozna ”sprowadzi¢” do macierzy jednostkowej za pomoca
przeksztalcen elementarnych na wierszach. Pokazaé, ze wykonujac te same przeksztatcenia (w
tej samej kolejnosci!) na macierzy jednostkowej otrzymamy macierz odwrotn a do wyjsciowej
macierzy. Stosujac te metode obliczy¢ jeszcze raz macierze odwrotne do macierzy z poprzednich

LU FE T

zadan oraz nastepujacych macierzy:

0 1 1 --- 1 _11
101 --- 1 0
(|1 10 - 1] )| .
o O

[ 1 1 1 0 0
2 -1 0 0 O
-1 2 -1 - 0 O

0O -1 2 0 O

©ff . . .
o o o --- 2 -1

o o o --- -1 1

Ot = = W

-1
2
-1

] |

2
0
)
1
1
3

8
)
4

0 --- 0
1 --- 0
2 -0
0 2
0 -1
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010 0
0 01 0
(23) Znalezé kolejne potegi macierzy : 0 | 1 wykorzysta¢ je do obliczenia macierzy
0 00 1
0 00 0
1 1 1 1 17
011 11
0 0 1 11
odwrotnej do macierzy )
000 --- 11
000 -- 01

(24) Pokazaé, ze dla A, B € I_(g jezeli macierz I, + AB jest odwracalna, to réwniez macierz I,, + BA
jest odwracalna (lemat Vassersteina 4) Wskazowka: Obliczy¢ (I, + BA)(I, — B(I, + AB)™'A).

(25) Obliczy¢ macierze odwrotne do macierzy klatkowych: [ 61 g ], [ é g } Obliczy¢ macierze
5 1 0 0 111 3 1
2 9 00 011 -1 2
odwrotne do nastepujacych macierzy: 1 1 3 4| 001 2 1
9 _1 9 3 000 1 0
000 1 1
(26) Komutatorem [A, B] macierzy nieosobliwych A, B € GLn(K) nazywamy macierz [A, B] = ABA™'B~1.

Wykazac, ze
1 dlaj#kii#1
I+ aE;;,] +bEy)l=q [+abEydlaj=Fkii#l
I —abEy;dlaj#kii=I

4L. N. Vasserstein, wspolczesny matematyk radziecki (do lat siedemdziesiatych) i amerykanski (od lat osiemdziesiatych).



