Zestaw zadan 7: Macierze.

(1) Obliczy¢ iloczyny macierzy:
2

6 4 -3 4 1
(a){_lz §H_‘j g},(b) 2 1 {g i ;},(c) 0 2 8 |,
79 1 3 -1
2 11 T
(d){l 3],(e)[1 2 345 -[12345],
2 07" [2 0
(f)[12345]-[12345]T,(g) 3 1 31
3 2 3 2
(2) DlaA:{ ] {? (1)] obliczy¢:
()A2+2AB+32 (A+ B)%
(b) A2 —2AB+ B*i (A— B)?;
(c) A2—B? (A-B)(A+B)i(A+ B)(A- B).
(3) Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej m zachodza réwnosci:
a 01" a™ 0 1 al™ 1 ma
(a){o b} :{0 bm](b){01} :{o 1}’
() [cosa —sin« [Cosma —sinma (d) a 1 _ a™ maml}
sina  cosa sinma cosma |’ 0 a 0 a™ ’
11 o)™ [1 m moml
e) |0 1 1 =10 1 m
0 01 0 0 1

(4) Jesi Ae K', Be K", C € K", D € K, to macierz { é g } nazywamy macierza klatkowa
o klatkach A, D, C, B. Sprawdzi¢, ze

Al ‘ D1 ) A2 ‘ _D2 . A1A2 + D102 ‘ A1D2 + D1B2
Cl ‘ B CQ ‘ B o ClAQ -+ 3102 ‘ Cng + BlBQ

(5) Dla A € K", B € K" udowodnié¢ réwnosé tr(AB) = tr(BA).

(6) Dla A € K, B € K™ udowodni¢ réwnos¢ (AB)T = BT AT, Poda¢ przyktad pary macierzy C, D
dla ktérych réwnoéé (CD)T = CT DT nie zachodzi.

(7) Znalezé wszystkie takie macierze A € K2, ze

R R N e

R TR bR

(8) Centralizatorem macierzy A € K] nazywamy zbior Z(A) = {X € K} : AX = XA}
(a) Sprawdzi¢, ze Z(A) jest podalgebra algebry K' (tzn. jest podprzestrzenia przestrzeni K,
zawiera macierz jednostkowa I oraz jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie).

'Pojecie macierzy wprowadzili angielscy matematycy: William Rowan Hamilton (1805 - 1865), Arthur Cayley (1821 -
1895) i John J. Sylvester (1814 - 1897) w latach 40-tych XIX w.
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(b) Wyznaczy¢ Z(

00 0O

(c) Wyznaczy¢ Z(A) w zaleznosci od danej dowolnej macierzy A € K.

(d) Dla jakich A € K3 zachodzi réwno$¢ Z(A) = lin(I, A)?

(e) Udowodni¢, ze kazda macierz A € K2 spetnia warunek A% € lin(I, A).

(9) Niech E;. oznacza macierz kwadratowa stopnia n, ktérej element o wskanikach 4, réwny jest 1,

a pozostate elementy sg réwne 0. Obliczy¢:
(a) Ei’/‘ : Elk; (b) A - Ei’N (C) Ei’/‘ . A, (d) A - (In + aEz’r), 1 7é r, (e) (In + bEzT) . A, 1 7é r, (f)
(In + aEZ'I‘)(I’I’L -+ bEiT)) 1 7& r,
gdzie A € K], a,b € K. Zinterpretowad (d) oraz (e) w jezyku operacji elementarnych wykonanych
na A.

(10) Wykazaé, ze dla dowolnego zbioru A C K i dla dowolnej macierzy A € K, A jest przemienna
z kazda macierzg ze zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy A jest przemienna z kazda macierza ze
zbioru lin(A).

(11) Macierze postaci al, , a € K, nazywamy macierzami skalarnymi. Wykazaé, ze macierz A € K"
jest przemienna z wszystkimi macierzami ze zbioru K' wtedy i tylko wtedy, gdy A jest macierza
skalarng.

(12) Wykaz, ze zbiér macierzy postaci

cosay  —Sino
stno coso

], a€R

z dziataniem mnozenia macierzy, jest grupa abelowa.
(13) Wyznacz wszystkie macierze stopnia 2 takie, ze A% = I.
(14) Wyznacz wszystkie macierze stopnia 2 takie, ze A? = 0.
(15) Oblicz f(A) jesli

(a) f(X):X2—2X—IiA:{

1
(b) f(X)=X2—5X—3[iA= |0
0



