Zestaw zadan 3: Liczby zespolone.'

(1) Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb rzeczywistych z, y speliajace rownosé:
(a) (1+2i)z+ (3—5i)y=1—3i, (b) (24 3i)z + (4 — 5i)y = 6 — 24,

. . _ 2+i 4—10\* .
(¢) (4—3i)2x+ (1 +1i)2y =7—12i, (d) x + — y=1+1.
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2) Rozwiaza¢ uktad réwnan:
(2) 3
[ G+det@-pu=2-21 [ @i+ ({+2w=2+6i
(1—i)z— (3+i)w=—3+3i (4+42i)2— (24 30)w=5+4i '
z w
=
@3 &' e
PETERRTEE
(3) Dla dowolnej liczby catkowitej n € Z obliczy¢:
. (1+ i) .
moo(b) —— 1 n,
iczy¢:
(a) (1+20)%, (b) 249"+ (2—10)7, (c) (1+20)°+ (1 —2i)°.
(5) Wykazaé réwnosé |z, + 20| + |21 — z|” = 2|21)* 4 2| 2/*i podaé jej interpretacje geometryczna?,
(6) Rozwiazaé¢ réwnania:
(a) 22+ (2 —2)=3+4+2i, (b)i(z+2)+i(z—2)=2i—3.
(7) Jakie twory na plaszczynie zespolonej okreslaja réwnania i nieréwnosci:

(a) |z] < 2, (b) |z —1| =3, (c) |z —1—21] <3,
z—3
@ 1<l <5 O Frizl O kdtlitd=2,
T z—1 7
L _ B il = il G o
(8) 5 < Arg(z) <, () |z =il =latdl, @) arg_— =3,

(j) arg(z — 20) = ¢, ¢ dane, (k) 0 < Re(iz) <1, (1) Re(2?) > 1.

(8) Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej nastepujace liczby zespolone:

1, -1, 7, —1,
1+, 1—1, —1 +1, 1 +1iv3,
—1-14v3, V3—i, V6+Vv2+i(v6—V2), cosI+isink,

cos 3 +isin .

(9) Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej nastepujace liczby zespolone:
cosa —isina, sina+1icosaq, sina—icosa, 14 itga.

(10) Rozwiaza¢ rownanie z° = 1.

(a) Korzystajac z wzoru Moivre’a’

narysowaé rozwigzania na plaszczyznie Gaussa®

iczby zespolone, koniecznie potrzebne do znajdowania rzeczywistych pierwiastkéw wielomianéw stopnia 3, pojawily
sie po raz pierwszy w 1545 r. w ” Ars magna” Girolamo Cardano (1501 - 1576). Symbol i dla v/—1 wprowadzil Leonhard
Euler w 1777 r.

2Interpretaucj@ geometryczng liczb zespolonych odkryl C. Wessel w 1799 r., a potem niezaleznie J. R. Argand w 1806 r.

3de Moivre Abraham (20V1667-27X11754), matematyk angielski, czlonek Royal Society i francuskiej Akademii Nauk,
odkryl w 1707 r. wzér na potege liczby zespolonej, zajmowal sie réwniez szeregami potegowymi, odkryt wzér asymptotyczny
na n! i twierdzenie graniczne de Moivre’a - Laplace’a w rachunku prawdopodobienstwa.

4Gauss, Carl Friedrich (30IV1777 - 23111855), niemiecki matematyk, astronom, fizyk i kartograf. Znaczne osiagniecia w
kazdej wlasciwie uprawianej w jego czasach dziedzinie matematyki podsumowalo nadane mu miano ksigcia matematykéw
(princeps mathematicorum). Odkryl miedzy innymi interpretacje geometryczna liczb zespolonych, ale chcac uszanowaé
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(b) Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej liczbe v/5 + 1 + i(y/10 —

(11) Obliczyé¢:

(1+iv3)0 +1 (1 —¢\/§)32+5'

2v/5).

0,

(12) Wyznaczy¢:
V2i, V=8i, 3—4i, /—15+&, /—3—4i,
V—11 1 60i, </—8i, /—8+ 6i.
(13) Rozwiazaé¢ réwnania:
(a) 22+32+3+i=0, (b) 22+ (1+4Z)z—(5+z)
(c) 22+ 2(141i) +20=0, (d) (4— 3i)2>

(14) Rozwiazaé¢ réwnania:

(a) 24 +222+4=0,
(1+14)°
V341

(a) 2° = (b) (z+4)"

(15) Rozwiazaé¢ réwnania:

(16) Wyznaczy¢ i narysowaé obraz brzegu kwadratu o wierzchotkach —1 —1i, 2 —

przy odwzorowaniu z +— z2.

(1

(19) Rozwiazaé w ciele liczb zespolonych réownania:

(a) 22 +1]z| =0, (b) 2% +2|z| = 0.
(20) Obliczy¢:

(a) (1420)% (b) (2+14)"+ (2 —14)7,
(21) Rozwiazaé¢ réwnania:

(a) (1414)z* — (3+ Ti)z + 10i = 0;

) (1424)2% — (=1 +8i)z + (=5 + 5i) = 0;
(¢) (142i)z* — (14 Ti)z + (=2 + 6i) = 0;
(d) (1414)2% = (1+5i)z+ (—2+6i) = 0;
(e) (
() (

) (

(c) (1+20)° —

1—1i)2% — (7+ 3i)z + 10i = 0;
1—20)22— (4+Ti)z+ (T+14) =0
1+4)22 — (34 3i)z + (44 24) = 0;

(b) 2+ (15+7i)22 +8 =0, (c) z*—
—(z—19)"=0.

— (24 11i)z — (5+1) = 0.

(18 + 44)22 + 77 — 36i = 0.

1, 2421 oraz —1+ 21

7) Ulozy¢ tablice doktadnych wartosci funkcji trygonometrycznych co 15°.
(18) Utozy¢ tablice doktadnych wartosci funkeji trygonometrycznych co 3°.
9

(1—2).

(
(22) Obliczy¢ (podajac doktadne wartosci czesci rzeczywistej i urojonej):

o A=t =3 (1 i)Y (1—i)%
(a) ((\/g_)i)m’ (b) (( 1+ ))31’ (c) (—(1+i))31 ; (d) —(\/§+i)20’
1—)% —144)* —1—4)%
T R M ()
(23) (a) Sprawdzi¢, ze liczba (1 — \/—2_ Z) jest rzeczywista ( Wskazdwka: \/§Z_i : \/32_1_ - 1).
(b) Obliczy¢ (1 — ﬁ;’) .

(24) (a) Narysowaé na paszczyznie zespolonej pierwiastki z 1 stopni 3,4,5,6,7 1 8.

pierwszenstwo Arganda nastawal na uzywanie nazwy ”wykres Arganda’.

utozsamiono z liczba zespolona a + bi nazywamy plaszczyzna Gaussa.

Mimo to plaszczyzne, na ktérej punkt (a,b)
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(b) Narysowaé figury, powstajace przez potaczenie odcinkami e* z et dla k = 0,1,2,...,n—1,
dla wszystkich pierwiastkow € z 1 stopnia n, jezeli n = 3,4,5,6,7,8 (Przy n = 4 rysujemy
cztery rysunki dla czterech mozliwych e, przy n = 5 - pie¢ rysunkow, itd. Dla kazdej wartosci
n jeden rysunek jest nieciekawy - dlaczego?).

(¢) Obliczy¢ wartosci funkeji trygonometrycznych katoéw miedzy bokami pieciokata foremnego i
pieciokata foremnego gwiazdzistego.

/

a b C

(25) Sprawdzi¢, ze a +b+c= 7 .
1— Zn—i—l

1—1=2

(26) (a) Wykazac, ze dla liczb zespolonych z # 1 zachodzi téwno$é¢ 1+ z + 2% + 42" =

(b) Udowodnié¢ réwnosci:

1 sin(n—i—%)x
- +cosr+cos2x + -+ cosnr = ——————
2 281115

ntl. | gip 2T
oL - Sin 5

sin 3
(27) Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieja wielomiany V,,(X) i W,,(X) takie, ze zachodza
tozsamosci: cosnz = V,(cosz) i sinnx = sinx - W, (cos x).
(28) Jaki punkt kola opisanego na kwadracie ma najwiekszy iloczyn odleglosci od wszystkich wierz-
chotkéw kwadratu? (Wskazéwka: wygodny do obliczen jest kwadrat, wyznaczony przez pierwiastki

stopnia 4 z 1).
(29) Wykona¢ dzialania: (a)

sin

sing +sin2x + ---+sinnx =

1+ itga a+ bi (1+2i)* — (1 —4)? (1—4)P5 -1
O ) N 1 Sl
1 —itga a—bi (342i)2 — (2+1) (1+4)P°+1
(30) Dla danej liczby zespolonej z podaé¢ wzér na wszystkie takie liczby zespolone w, ze
(a) z - w jest liczba rzeczywista; (b) z - w jest liczba czysto urojona.
(31) Udowodnié¢ réwnowaznosé: |z| = 1 & Elc [z =12].
we

(32) Wykazaé¢ nieréwnosci:
(a) [21+ 22 < [z1| + [22], () [[21] = |22]| < |21 — 22
(33) Pierwiastek stopnia n z 1 nazywamy pierwotnym, jesli nie jest on pierwiastkiem z 1 stopnia
nizszego, niz n. Wykazac, ze
(a) liczba g, = cos 2T 4 isin 25T jest pierwiastkiem pierwotnym z 1 stopnia n wtedy i tylko
wtedy, gdy NWD(k,n) = 1;
(b) ¢ jest pierwiastkiem pierwotnym z 1 stopnia n wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy pierwiastek z
1 stopnia n jest postaci ¥ dla penej liczby catkowitej k.
(34) Znalezé wszystkie pierwiastki wielomianu x* — 623 + 1422 — 62 + 13 wiedzac, Ze jednym z nich

jest 3+ 2u.



