Zestaw zadan 11: Struktura zbioru rozwigzan ukladu réwnan liniowych

(1) Obliczy¢ rzedy' nastepujacych macierzy (nad ciatem R liczb rzeczywistych):
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(2) Obliczy¢ rzedy nastepujacych macierzy stopnia n nad cialem R liczb rzeczywistych:

1100 - 00 %;?88
0110 .- 00 012 0o
a) | ¢ o et by
N Ty
00 0 12

'Pojecie rzedu macierzy wprowadzit Sylvester; nazwa jest pézniejsza.
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[ 1 1 1 17 [ a 1 1 1 17
1 o 1 1 1 -1 a 1 1 1
1 1 a 1 1 -1 -1 a 1 1
11114 19 . .. S
oo -1 -1 -1 a 1
1111 a | 1 -1 -1 1 a
1 n n n n [a b 0 0 07
n 2 n n n 0 a b 0 0
nn 3 n n 0 0 a 00
f> : : : : ’ g) oo . o
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(3) W zaleznosci od parametru A = wyznaczyc rzad mac:lerzy
a) | 10 —19-x 10 |, b) ,
12 —24 13—\ 23 —A 1]
L 3 2 1 =21
[1-)\ 0 0 3 4 2 2 1 2 1
o) 0 1—A 0 3 17 7 1 ) A —1 10
0 0 2-2)\ 110 4 2] Y] -1 ) -6
0 0 0 4 1 1 3 2 5 1
(4) Obliczy¢ rzedy nast@pujacych macierzy:
[1 2 3 1 2 3 1 6 4 é Z f
4 1 5 4 3 2 2 1 2
a) 9 1 3 4 nad Z7, b) 5 29 9 8 5 nad Zi3, c¢) ;L é 61 nad Zs.
5 4 2 2 1 1 12 2 11 11 4
(5) Obliczy¢ rzedy nastepujacych macierzy zespolonych:
1+¢ 141 1—2 1—2 7 —1
a) | 1—d —14i 1+3 |, b)| 1 0 2 |,
1 i 14 i 2—i 1+
142 1—i 243 2 P
o | 3+i =2 5+ 2-2i |, d) | 0 T T
i 51 3—1 1+& 4+22_ 944 T—i 14T

(6) Wykaza¢, ze r(A+ B) <r(A) +r(B).

(7) Wykazaé, ze jesli A oraz B sa macierzami o tej samej liczbie wierszy, to r([A4|B]) <

r(A)+7r(B).

(8) Wykazaé, ze jesli A oraz B sa macierzami rzeczywistymi o tej samej liczbie wierszy, to

r(A) + r(B). To samo nad Zs, Zs i nad Zs.
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(9) Obliczy¢ rzedy macierzy wsp6czynnikow oraz rzedy macierzy uzupelnionych nastepujacych ukta-
dow réwnan nad R. Dla kazdego uktadu réwnan znalezé uktad fundamentalny (tzn. baze prze-
strzeni kierunkowej zbioru rozwiazan).



20+ 5y — 8z =38

4o +3y—92=9
20+ 3y —Hz="T"
r+8y —Tz=12
r+4y+z2+2t=3 3r —by+2z4+4t =2
6r+8y+22+5t=7 ; (d) Tx—4dy+z2+3t=5
9z 4+ 12y 4+ 32 + 10t = 13 b+ Ty —4z — 6t =3
8xr + 6y + 5z + 2t =21

{33:2y+5z—|—4t2 3z +3y+2:+t=10

20 =3y +52+Tt=1
dr —6y+22+3t=2 ; (b)
20 =3y — 112 =156t =1

6r —4dy+4z+3t=3; (f) dr+2y+32+t=8
9r — 6y + 32+ 2t =4 r+dy+z+t=15
Tr +4y + 52+ 2t =18

r+y+3z2—2t+3w=1 20 —y+24+2t+ 3w =2
20 +2y+4z—1t+3w=2 6r —3y+2z+4t+5w=3
3r+3y+52—2t+3w=1" (h) 6r — 3y +22+ 8+ 13w =9’
204+ 2y + 82 —3t+ 9w =2 do —2y+z2+t+2w=1
6r +4y+52+2t+3w=1
Q) r+2y+4z+t+2w=3
3v+2y—2z+1t =-—7"
9r + 6y + 2z + 3t + 2w = 2
(10) Obliczy¢ rzedy macierzy wspoczynnikow oraz rzedy macierzy uzupelnionych nastepujacych ukta-
déw réwnan nad Q i Z,. Dla kazdego ukladu réwnan znalez¢ uktad fundamentalny (tzn. baze
przestrzeni kierunkowej zbioru rozwiazan).

20+ Ty+32+t=6 9r — 3y + 52+ 6t =14
(a)  3x+5by+2z+2t=4 ,p=11; (b) 9r — 3y +52+6t=4 | p=13;
Iz +4y+ 2+ 7t =2 3r —y+ 32+ 14t = -8

(62 +3y+224+3t+4w=>5

() de+2y+2+20+w=4
dr +2y+32+2t+w=0 "~

20 +y+T7z+3t+2w=1

20 —y+3z2—-Tt=5
p=11 (d) 6r—3y+z—4t=7 ,p =237
dr — 2y + 142 — 31t = 18

3r+2y+ 2242t =2

20 4+ 3y + 22+ 5t =3
,p=13 (f) dx+y+4z—-5t=1 ,p=7

20 4+2y+32+4t =5

To4+y4+6z—t=7

T4+2y+3z-2t+w=4
(c) 3r+6y+5z—4t+3w=>5

rT+2y+T7z—4t+w=11
20+ 4y 422 —-3t+3w==6

2043y +2+2 =4
Ar+3y+z4+t=5

(g) R br+1ly+32+2t=2 p=17
2 +by+z+t=1
r—Ty—z+2t=7



(11) Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste z,y, z, t dla ktorych:

r+4y + 102420t =2 r+4y + 102 4+ 20t = —x
—6y — 20z — 45t =y —6y — 20z — 45t = —y B B
) 4y + 152 + 36t =2’ ) 4y 4+ 152+ 36t = —z )t=0, dyz=y.
—y—4z—10t =t —y — 4z — 10t = —t

Zmalez¢ baze podprzestrzeni rozwiazan kazdego z powyzszych uktadéw rownan.
(12) W zaleznosci od parametréow a,b € R rozwiaza¢ uktady réwnan:

r+y+2z2=1 ar+y+z+t=1
a) r—y+2z=0 |, b)) z+ay+z+t=1
2v4+ay+2z=0 r+y+z+t=0>

(13) W zaleznosci od parametru a € Z; wyznaczy¢ wymiary podprzestrzeni rozwiazan uktadéw row-

nan:
r+ay+4z+3t=0

20 +2y+az+t=0
’ b){ ay+3z+t=0

a)s x+y+6z+at=0
Tty +2t=0
(14) Dla jakich parametréw a,b € Z;, uktady rownan liniowych U; oraz U, (nad cialem Z;) maja
rowne zbiory rozwigzan, jezeli
.{x+2y+6z+4t:1 .{5az+ay +2t =2
Uy : Us :

3r+y—+22+t=0 3r + by + bz =1
(15) W zaleznosci od parametréow a, b € R rozwiaza¢ uktady réwnan:
ar +y+z=1 ar +y+z=4 ar+by+z=1
a) r+ay+z=a , b) r+by+z2=3 , ¢)¢ z+aby+z=> .
T +y+az=a’ T+ 2y +2=4 r+by+az=1
(16) Dla jakich parametréw a,b, c,d € R kazdy uktad réwnan z danymi lewymi stronami ma rozwia-
zanie?
ar +by + cz + dt a’x + ay + az + at

2) br —ay +dz — ct ) ar+ (0> — Dy + (2b+ 1)z + (3b + 1)t

cx —dy —az+bt’ ar+ 20+ 1)y + (> +5)z+ (Bc+ )t

dx + cy — bz — at ar+ (3b+ 1)y + 3¢+ 7) + (d* + 1)t
Jak zmieni sie odpowiedz, jezeli dopusci¢ a, b, c,d € C? Podaé wzory na rozwigzanie uktadu a)
oraz b) (przy dowolnych prawych stronach réwnan).

(17) Jesli o, 3,7, . . . sa wektorami przestrzeni wspotrzednych K™, to symbolem [a, 3,7, .. .] oznaczamy
macierz, ktérej kolumny sg utworzone ze wspérzednych wektorow a, 3,7,.... Dla k <n :
a) Sprawdzi¢, ze wektory ay, aw, . ..,y sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taki podzbiér {iy, i, ..., 9, x} zbioru {1,2,... n}, ze
det[Oél, Aoy, Oy Ejy 3 Ejgy v v - 782‘71,7]6] # 0.
b) Sprawdzié, ze wektory aq, as, . . ., ax sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
{i1,49,...,in_g} zbioru {1,2,... n} zachodzi réwnosé
deton, gy ..o, Qs €4y, Eigy -+ 5 €] = 0.

¢) Zapisaé¢ oba warunki za pomoca wzoréw, w ktorych wystepu o0 wspOirzedne wektorow
)Zp' ¢ ob ki P a Ow, w ktorych wystepuja tylk potrzed ktord

a1,09,...,0F .
(18) Przypusémy, ze «,aq,qs,...,qr € K" oraz ze wektory o, qs,...,q sa liniowo niezalezne.
Oznaczmy & := [x1, o, ...,x,]T. Niech €;,,&,,...,&;_, beda takie, ze

det[al, Aoy, Oy Ejyy gy v v - ,€in_k] 7é 0.
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Pokazaé, ze warstwa « + lin(ay, ..., o) przestrzeni K" jest zbiorem rozwigzan uktadu réwnan
det[oq, Ao, ..., Oémé — Q, 51'27 e 7€in7k] = O
det[oq, Ao,y ..., Oék,Eil,é — Q... 7€in7k] = 0
det[ay, g, ..., g, iy, €0y, -, E — ] =0
(19) Zmalez¢ uktad rownan liniowych nad R, ktorego zbiorem rozwigzan jest:
; _11 1 1 —2
a) + lin( ), b) | O | +lin(| 2|, 4 |),
s =3 3 3 1
EX | -1
EE ; ANEERE
c) | 1 | +bn(|1]) d + lin( , : )
9 1 1 3 3 0
S L 2 1 1 1



